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Аннотация. Многомерные симплексы, частными случаями которых являются тетраэдры и треугольники, ши-

роко используются как в науке, так и в технических приложениях. Рассматриваемые теоремы являются обоб-

щением на n-мерные симплексы некоторых положений и теорем для треугольников и тетраэдров, являющихся, 

соответственно, двумерными и трехмерными симплексами. Дано определение угла n-симплекса, под которым 

понимается угол между двумя его гранями. Вводится представление об ориентации элементов n-симплексов 

относительно друг друга. Дано правило определения последовательности рассмотрения вершин при аналитиче-

ском описании граней n-симплекса. Доказан ряд теорем для n-симплексов, в т.ч. теорема косинусов, теорема 

Пифагора, теорема о проекциях и др. Приведенные теоремы справедливы также для n-симплексов, порядок 

которых ниже порядка пространства, в котором они рассматриваются.  
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Введение 

Многомерные симплексы, частными случаями которых являются тетраэдры и тре-

угольники, широко используются как в науке, так и в технических приложениях [1-5]. 

Рассматриваемые ниже теоремы являются обобщением на n-мерные симплексы неко-

торых положений и теорем для треугольников и тетраэдров, являющихся, соответственно, 

двумерными и трехмерными симплексами. 

Определение 1. Угол n-симплекса – это угол между двумя его гранями. 

При аналитическом описании граней n-симплекса, как частей линейных простран-

ственных объектов (здесь и далее под линейными пространственными объектами будем по-

нимать прямые, плоскости и гиперплоскости), проходящих через n точек, последние удобно 

рассматривать в последовательности, обусловливающей одинаковую ориентацию соответ-

ствующих линейных пространственных объектов относительно внутреннего пространства  

n-симплекса. 

Например, для треугольника с вершинами P1(x1, y1), P2(x2, y2), P3(x3, y3) точки удобно 

рассматривать в таких последовательностях: (P1, P2); (P2, P3); (P3, P1) или (P1, P3); (P3, P2); 

(P2, P1). При этом прямые, проходящие через соответствующие точки, будут ориентированы 

по часовой стрелке или против часовой стрелки каждая относительно внутреннего простран-

ства треугольника. 

Для тетраэдра с вершинами P1 (x1, y1, z1), P2 (x2, y2, z2), P3 (x3, y3, z3), P4 (x4, y4, z4) после-

довательности могут быть такими: (P1, P2, P4); (P1, P4, P3); (P1, P3, P2); (P2, P3, P4) или  

(P1, P4, P2); (P1, P3, P4); (P1, P2, P3); (P2, P4, P3). При этом плоскости, проходящие через соот-

ветствующие точки, ориентированы каждая наружу или каждая внутрь относительно внут-

реннего пространства тетраэдра. И так далее. 

Аналитические результаты 

Рассмотрим две грани n-симплекса, линейные пространственные объекты которых ори-

ентированы одинаково относительно его внутреннего пространства. Эти грани являются  

(n – 1)-симплексами. Местом их пересечения является (n – 2)-грань ((n – 2)-симплекс).  

С этим (n – 2)-симплексом совпадают 2 линейных пространственных объекта порядка (n – 2), 

каждый из которых относится к своему (n – 1)-симплексу. 

Предложение 1. Названные линейные пространственные объекты порядка (n – 2) ори-

ентированы противоположно друг другу. 

Действительно, для тетраэдра P1P2P3P4 линейным пространственным объектом, соот-

ветствующим ребру, по которому пересекаются грани P1P2P4 и P1P4P3, принадлежащим в 
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месте пересечения грани P1P2P4, является прямая P4P1. Соответственно грани P1P4P3 – пря-

мая P1P4, проходящая в противоположном направлении. 

Для четырехмерного симплекса P1P2P3P4P5 такими объектами являются, например, 

плоскости, проходящие соответственно через точки P1, P3, P4 и P1, P4, P3. 

Индуктивно это предложение распространяется на любой n-симплекс. 

На основе предложения 1 сформулируем правило определения последовательности 

рассмотрения вершин при аналитическом описании граней n-симплекса, имеющих общую 

вершину, как частей линейных пространственных объектов. 

Правило 1. Все последовательности начинаются с общей вершины. Каждая следующая 

последовательность образуется из предыдущей путем вычеркивания вершины, стоящей на 

втором месте, и добавлением в конец вершины, отсутствующей в предыдущей последова-

тельности. При этом при четном n следующим друг за другом последовательностям необхо-

димо приписывать противоположные знаки, т.е. после того, как будут составлены все n по-

следовательностей (n четное), нужно во всех четных или нечетных последовательностях сде-

лать по нечетному числу перестановок.  

Дело в том, что последовательность с вычеркнутой вершиной, стоящей на втором ме-

сте, определяет (n – 2)-грань n-симплекса, по которой пересекаются две его грани, и при чет-

ном n отличается от предыдущей последовательности этих вершин четным числом переста-

новок, обусловливая одинаковую ориентацию линейных пространственных объектов, кото-

рым принадлежит эта (n – 2)-грань, и соответствующим смежным граням. А в соответствии с 

предложением 1 ориентация должна быть противоположной. 

Для треугольника P1P2P3: (P1, P2), – ( P1, P3) или (P1, P2), (P3, P1). 

Для тетраэдра P1P2P3P4: (P1, P2, P3), (P1, P3, P4), (P1, P4, P2). 

Для четырехмерного симплекса P1P2P3P4P5: (P1, P2, P3, P4), – (P1, P3, P4, P5),  

(P1, P4, P5, P2), – (P1, P5, P2, P3) или (P1, P2, P3, P4), (P1, P4, P3, P5), (P1, P4, P5, P2),  

(P1, P2, P5, P3). 

И так далее. 

Предложение 2. Угол между линейными пространственными объектами, соответству-

ющими гранями n-симплекса, ориентированным одинаково относительно внутреннего про-

странства n-симплекса, равен  – , где  – угол между соответствующими гранями. 

Действительно, для треугольника P1P2P3 угол между P1P2 и P3P1 равен  – . 

Для тетраэдра P1P2P3P4 угол между плоскостями, проходящими соответственно через 

точки P1, P2, P4 и P1, P4, P3 равен  – . 

Индуктивно это предложение распространяется на любой n-симплекс. 

Прежде, чем сформулировать и доказать ряд теорем, сопоставим известные выражения 

для объема граней и косинуса угла между гранями, а также уравнения линейных простран-

ственных объектов, соответствующих граням, для симплексов различных порядков. 

Для треугольника соответственно  
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Для четырехмерного симплекса 
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Для n-симплекса 
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Таким образом, в отношении указанных выражений симплексы для различных n изо-

морфны. 

Теорема 1. (Теорема косинусов для n-симплексов). Для n-симплекса  
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где       – грани n-симплекса.  

Доказательство. При аналитическом описании граней n-симплекса будем придержи-

ваться правила 1. Перепишем правую часть выражения (1) в виде: 
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где    (   ) – алгебраическое дополнение определителя (n+1)-порядка (множитель (-1) обу-

словлен тем, что    (   )       ),  
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Знак перед    (   ) зависит от выбора ориентации линейных пространственных объек-

тов, к которым принадлежат грани n-симплекса, относительно его внутреннего замкнутого 

пространства. 

Добавим к внутренней сумме и вычтем    (   ), тогда 
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Теорема доказана. 

Определение 2. Грани ортогонального n-симплекса, пересекающиеся друг с другом 

под прямым углом, являются катетами. Грань, не являющаяся катетом, есть гипотенуза. 

Предложение 3. В ортогональном n-симплексе содержится n катетов и одна гипотену-

за. 

Следствие. (Теорема Пифагора для ортогонального n-симплекса). Для ортогонального 

n-симплекса  
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Теорема 2. (Теорема о проекциях для n-симплекса). Для n-симплекса объем грани ра-

вен сумме проекций на нее объемов остальных граней, т.е. 
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Доказательство. Перепишем правую часть выражения (2) в виде: 
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Теорема доказана. 

Теорема 3. Для ортогонального n-симплекса  
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Доказательство. Из теоремы Пифагора 
 

   
    

  ∑   
 

 

   
   

   

 

Из теоремы косинусов 
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Последнее слагаемое равно нулю, отсюда 
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Из теоремы «О проекциях» 
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Из теоремы Пифагора 
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Теорема доказана. 

Теорема 4. Для ортогонального n-симплекса  
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Действительно, из теоремы Пифагора и из теоремы 3 
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Предложение 4. В ортогональном n-симплексе угол между гипотенузой и любым кате-

том является острым. 

Теорема 5. В ортогональном n-симплексе квадрат синуса любого угла равен сумме 

квадратов косинусов остальных углов, т.е. 

       ∑      

   

  

Действительно, 
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Заключение 

Приведенные теоремы справедливы также для n-симплексов, порядок которых ниже 

порядка пространства, в котором они рассматриваются. 
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ABOUT SOME CALCULATIONS OF ELECTROSTATIC FIELD ENERGY 

Popov I.P. 

Abstract. Multidimensional simplices, special cases of which are tetrahedrons and triangles, are widely used both in 

science and in technical applications. The considered theorems are a generalization to n-dimensional simplices of some 

statements and theorems for triangles and tetrahedra, which are, respectively, two-dimensional and three-dimensional 

simplices. The definition of the angle of an n-simplex is given, which is understood as the angle between its two faces. 

An idea ofthe orientation of the elements of n-simplices relative to each other is introduced. A rule is given for deter-

mining the sequence of consideration of vertices in the analytical description of the faces of an n-simplex. A number of 

theorems have been proved for n-simplices, incl. the cosine theorem, the Pythagorean theorem, the projection theorem, 

etc. The above theorems are also valid for n-simplices whose order is lower than the order of the space in which they 

are considered. 

Keywords: n-simplex, cosine, projection, tetrahedron, triangle. 
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