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О НЕКОТОРЫХ РАСЧЕТАХ ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

Попов И.П. 

Аннотация. При стремлении расстояния между электрическими зарядами к нулю потенциальная энергия элек-

тростатического поля стремится к бесконечности, что нехорошо. Цель исследования – исключить возможность 

развития бесконечно большой электростатической энергии. Актуальность работы обусловлена значительным 

повышением роли электростатической энергии в связи с началом массового производства электромобилей и 

необходимостью в этой связи развития теоретического обеспечения. Даны определения. Определение 1. Полная 

запасаемая энергия – это энергия системы или объекта, равная максимальной работе, которую система или объ-

ект может совершить, если ей или ему предоставить такую возможность. Определение 2. Условная реализуемая 

запасаемая энергия – это часть полной запасаемой энергии системы или объекта, равная работе, которую си-

стема или объект может совершить, ограниченная условием, исключающим возможность совершения системой 

или объектом максимальной работы, которую система или объект гипотетически может совершить. Определе-

ние 3. Условная нереализуемая запасаемая энергия – это часть полной запасаемой энергии системы или объек-

та, равная работе, которую система или объект не может совершить, ограниченная условием, исключающим 

возможность совершения системой или объектом максимальной работы, которую система или объект гипоте-

тически может совершить.  
Ключевые слова: полная, условная реализуемая, нереализуемая, запасаемая, электростатическая энергия, одно-

именные, разноименные заряды. 
 

Введение 

Потенциальная электростатическая энергия электрических зарядов равна 

𝑈 = ±
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟
 (1) 

При 𝑟 → 0 энергия стремится к бесконечности, что нехорошо. Возможные попытки 

спасти положение рассуждениями о невозможности достижения 𝑟 = 0 в связи с конечными 

размерами заряженных объектов непродуктивны, поскольку считается, что, например, у 

электронов и позитронов размеров нет [1]. 

Цель исследования – исключить возможность развития бесконечно большой электро-

статической энергии. 

Актуальность работы обусловлена значительным повышением роли электростатиче-

ской энергии в связи с началом массового производства электромобилей и необходимостью 

в этой связи развития теоретического обеспечения. 

Понятие о запасаемой энергии 

Определение 1. Полная запасаемая энергия 𝛦𝑒 – это энергия системы или объекта, рав-

ная максимальной работе, которую система или объект может совершить, если ей или ему 

предоставить такую возможность. 

Замечание 1. Система или объект с нулевой полной запасаемой энергией не может 

свершить никакую работу. 

Замечание 2. Система из двух разноименно заряженных шаров имеет нулевую полную 

запасаемую электростатическую энергию при совмещении их центров. 

Последнее возможно, если шары являются взаимно проникающими, например, не-

сплошными, в частности, выполненными в виде слоистых разъемов [2, 3]. Кроме того, заря-

ды не должны перемещаться в телах шаров. 

Замечание 3. Система из двух одноименно заряженных шаров имеет нулевую полную 

запасаемую электростатическую энергию при бесконечно большом расстоянии между шара-

ми. 

Потенциальная энергия пружины, энергия конденсатора, энергия соленоида, энергия 

покоя 
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𝛱 =
𝑘(𝛥𝑙)2

2
, 𝑊 =

𝐶𝑈2

2
, 𝑊 =

𝐿𝐼2

2
, 𝐸0 = 𝑚𝑐2 (2) 

и другие виды энергии [4-10] удовлетворяет определению 1.  

Кинетическая энергия не включена в приведенный выше список не случайно. Для нее 

дело обстоит несколько сложнее, поскольку скорость зависит от произвольного выбора си-

стемы отсчета, в результате чего формульное значение энергии может сколь угодно (произ-

вольно) возрастать без совершения какой-либо работы.  

Полная запасаемая кинетическая энергия системы двух тел равна 

𝛦𝑒1−2 =
𝑚1𝑚2

𝑚1+𝑚2

𝑣2

2
, при 𝑚1 ≫ 𝑚2  𝛦𝑒1−2 ≈

𝑚2𝑣2

2
. (3) 

Определение 2. Условная реализуемая запасаемая энергия 𝛦𝑟 – это часть полной запаса-

емой энергии системы или объекта, равная работе, которую система или объект может со-

вершить, ограниченная условием, исключающим возможность совершения системой или 

объектом максимальной работы, которую система или объект гипотетически может совер-

шить. 

Определение 3. Условная нереализуемая запасаемая энергия 𝛦𝑛 – это часть полной за-

пасаемой энергии системы или объекта, равная работе, которую система или объект не мо-

жет совершить, ограниченная условием, исключающим возможность совершения системой 

или объектом максимальной работы, которую система или объект гипотетически может со-

вершить. 

Из определений 1-3 следует 
𝛦𝑟 + 𝛦𝑛 = 𝛦𝑒  (4) 

Потенциальная гравитационная энергия тела, находящегося на высоте h над поверхно-

стью Земли 
𝛱 = 𝑚𝑔ℎ, 

удовлетворяет определению 2. 

Потенциальная электростатическая энергия разноименных зарядов (1) не удовлетворя-

ет обоим определениям, поскольку такую работу сама система совершить не может. 

Теорема 1. Запасаемая энергия всегда положительна. 

Доказательство. Совершаемая системой работа равна уменьшению энергии системы 

(не обязательно потенциальной). 
𝐴 = 𝐸1 − 𝐸2. 

𝐸1 > 𝐸2 ⇒ 𝐸1 − 𝐸2 > 𝐸2 − 𝐸2 ⇒ 𝐴 = 𝛦 > 0. 

Теорема доказана. 

Пусть далее 𝑟 ≥ 𝑟1 + 𝑟2, 𝑟2 ≥ 𝑟1. 

Разноименные заряды 

Теорема 2. Условная реализуемая запасаемая электростатическая энергия двух взаимно 

не проникающих разноименно заряженных шаров равна 

𝛦𝑟 =
𝑞1±𝑞2∓

4𝜋𝜀0

𝑟−(𝑟1+𝑟2)

𝑟(𝑟1+𝑟2)
, 

где r – расстояние между центрами шаров, 𝑟1, 𝑟2 – радиусы шаров.     

Доказательство. Поскольку шары взаимно не проникающие, наибольшая работа, ко-

торую система может совершить, – это сблизить шары до соприкосновения, т.е. до расстоя-

ния между центрами равного 𝑟1 + 𝑟2. 

𝛦𝑟 = 𝐴𝑐 = 𝛱1 − 𝛱2 = −
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟
− (−

1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟1 + 𝑟2

) = 

=
𝑞1±𝑞2∓

4𝜋𝜀0
(

1

𝑟1+𝑟2
−

1

𝑟
) =

𝑞1±𝑞2∓

4𝜋𝜀0

𝑟−(𝑟1+𝑟2)

𝑟(𝑟1+𝑟2)
. 

Теорема доказана. 

Следствие 2.1. При 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2, т.е. при соприкосновении шаров условная реализуемая 

запасаемая электростатическая энергия равна нулю. 

Теорема 3. Полная запасаемая электростатическая энергия двух разноименно заряжен-

ных шаров равна  

𝛦𝑒 =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟2

(1,5 − 0,3
𝑟1

2

𝑟2
2) −

1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟
 (5) 
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Доказательство. Работа, совершаемая электростатическими силами при соединении 

бесконечно удаленных одноименно заряженных частиц в однородный шар радиуса 𝑟1 (и 𝑟2), 

по абсолютной величине равна энергии электростатического поля шара 

𝐸1 = −𝐴1 =
3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞1
2

𝑟1

 (6) 

𝐸2 = −𝐴2 =
3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞2
2

𝑟2

 (7) 

Знак «–» указывает на возрастание запасаемой энергии. Другими словами, работу со-

вершают сторонние силы. 

Работа, совершаемая электростатическими силами при соединении шаров из бесконеч-

ности до расстояния r между ними, равна 

𝐴𝑟 =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟
. 

Система из двух шаров, центры которых совмещены, состоит из двух частей с разными 

плотностями заряда – ядра радиуса 𝑟1 и оболочки с радиусами 𝑟2 и 𝑟1.  

Работа, совершаемая электростатическими силами при формировании ядра, равна 

𝐴01 = −
3

5

1

4𝜋𝜀0𝑟1

(𝑞1 − 𝑞2

𝑟1
3

𝑟2
3)

2

 (8) 

Дифференциал работы, совершаемой электростатическими силами при формировании 

оболочки, находится следующим образом 

𝑑𝑞 =
3𝑞2

4𝜋𝑟2
3 4𝜋𝑟2𝑑𝑟 =

3𝑞2

𝑟2
3 𝑟2𝑑𝑟, 

𝑞𝑟 = 𝑞1 − 𝑞2
𝑟3

𝑟2
3, 

𝑑𝐴 = −
1

4𝜋𝜀0

𝑞𝑟𝑑𝑞

𝜌2 𝑑𝜌. 

Работа, совершаемая электростатическими силами при формировании оболочки, равна 

𝐴02 = − ∫ 𝑑𝑟
𝑟2

𝑟1

∫
1

4𝜋𝜀0

𝑞𝑟𝑑𝑞

𝑑𝑟𝜌2
𝑑𝜌

𝑟

∞

= −
1

4𝜋𝜀0

∫ (𝑞1

3𝑞2

𝑟2
3 𝑟2 − 𝑞2

𝑟3

𝑟2
3

3𝑞2

𝑟2
3 𝑟2) 𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

∫
𝑑𝜌

𝜌2

𝑟

∞

= 

=
1

4𝜋𝜀0

∫ (
3𝑞1𝑞2

𝑟2
3 𝑟2 −

3𝑞2
2

𝑟2
6 𝑟5)

1

𝑟
𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

=
1

4𝜋𝜀0

∫ (
3𝑞1𝑞2

𝑟2
3 𝑟 −

3𝑞2
2

𝑟2
6 𝑟4) 𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

= 

=
1

4𝜋𝜀0
(

3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟2

2 −
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟2

5 −
3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟1

2 +
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟1

5) =
1

4𝜋𝜀0
(

3𝑞1𝑞2

2𝑟2
−

3𝑞2
2

5𝑟2
−

3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟1

2 +
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟1

5). 

Работа, совершаемая электростатическими силами при формировании системы из двух 

шаров, равна 

𝐴0 = 𝐴01 + 𝐴02 = −
3

5

1

4𝜋𝜀0𝑟1

(𝑞1 − 𝑞2

𝑟1
3

𝑟2
3)

2

+
1

4𝜋𝜀0

(
3𝑞1𝑞2

2𝑟2

−
3𝑞2

2

5𝑟2

−
3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟1

2 +
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟1

5) = 

=
1

4𝜋𝜀0

(−
3𝑞1

2

5𝑟1

+
6𝑞1𝑞2𝑟1

2

5𝑟2
3 −

3𝑞2
2𝑟1

5

5𝑟2
6 +

3𝑞1𝑞2

2𝑟2

−
3𝑞2

2

5𝑟2

−
3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟1

2 +
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟1

5) = 

= −
3

5

1

4𝜋𝜀0
[

𝑞1
2

𝑟1
+

𝑞2
2

𝑟2
−

1

2

𝑞1𝑞2

𝑟2
(5 −

𝑟1
2

𝑟2
2)]. 

Замечание 4. Пусть 𝑟2 = 𝛼𝑟1, 𝑞2 = 𝛽𝑞1 

𝐴0 = −
3

5

1

4𝜋𝜀0
[

𝑞1
2

𝑟1
+

𝛽2𝑞1
2

𝛼𝑟1
+

1

2

𝑞1𝛽𝑞1

𝛼𝑟1
(

𝑟1
2

𝛼2𝑟1
2 − 5)] = −

3

5

1

4𝜋𝜀0𝑟1
(𝑞1

2 +
𝛽2𝑞1

2

𝛼
+

𝛽𝑞1
2

2𝛼3 −
5𝛽𝑞1

2

2𝛼
), 

𝑞1
2 +

𝛽2𝑞1
2

𝛼
+

𝛽𝑞1
2

2𝛼3 −
5𝛽𝑞1

2

2𝛼
= 0, 

2𝛼3 + 2𝛼2𝛽2 + 𝛽 − 5𝛼2𝛽 = 0, 

𝛽2 −
1

2
(5 − 𝛼−2)𝛽 + 𝛼 = 0, 

𝛽1,2 =
1

4
(5 − 𝛼−2) ± √

1

16
(5 − 𝛼−2)2 − 𝛼. 

Это решение показывает, при каких соотношениях  и  работа 𝐴0 положительна, от-

рицательна или равна нулю. 

Замечание 5. 𝐸0 = −𝐴0. 

Замечание 6. При 𝑟1 = 𝑟2  

𝐸0 = −𝐴0 =
3

5

1

4𝜋𝜀0
[

𝑞1
2

𝑟1
+

𝑞2
2

𝑟1
+

1

2

𝑞1𝑞2

𝑟1
(

𝑟1
2

𝑟1
2 − 5)] =

3

5

1

4𝜋𝜀0

(𝑞1−𝑞2)2

𝑟1
, 

что согласуется с (6), (7) и (8). 
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Замечание 7. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑞1 = 𝑞2  

𝐸0 =
3

5

1

4𝜋𝜀0

(𝑞1−𝑞1)2

𝑟1
= 0. 

Замечание 8. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑞1 = 𝑞2  
𝐴∞0 = 2𝐸1 − 𝐸0 = 2𝐸1 (9) 

Очевидно, что искомая полная запасаемая электростатическая энергия определяется 

как следующая разность 
𝛦𝑒 = 𝐴𝑒 = 𝐴0 − 𝐴1 − 𝐴2 − 𝐴𝑟 = 

= −
3

5

1

4𝜋𝜀0

[
𝑞1

2

𝑟1

+
𝑞2

2

𝑟2

+
1

2

𝑞1𝑞2

𝑟2

(
𝑟1

2

𝑟2
2 − 5)] +

3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞1
2

𝑟1

+
3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞2
2

𝑟2

−
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟
= 

=
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟2
(1,5 − 0,3

𝑟1
2

𝑟2
2) −

1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟
. 

Теорема доказана. 

Следствие 3.1. При 𝑟 = ∞  

𝛦𝑒∞ =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟2

(1,5 − 0,3
𝑟1

2

𝑟2
2) (10) 

Следствие 3.2. При 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2, т.е. при соприкосновении шаров полная запасаемая 

электростатическая энергия двух разноименно заряженных шаров равна условной нереали-

зуемой запасаемой электростатической энергии 

𝛦𝑒1−2 = 𝛦𝑛1−2 =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟2

(1,5 − 0,3
𝑟1

2

𝑟2
2) −

1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟1 + 𝑟2

 (11) 

Это вытекает из (4) и следствия 2.1. 

Следствие 3.3.𝛦𝑒 − 𝛦𝑒1−2 = 𝛦𝑟. 

Действительно, 
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟2

(1,5 − 0,3
𝑟1

2

𝑟2
2) −

1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟
−

𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟2

(1,5 − 0,3
𝑟1

2

𝑟2
2) +

1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟1 + 𝑟2

= 

=
𝑞1±𝑞2∓

4𝜋𝜀0

𝑟−(𝑟1+𝑟2)

𝑟(𝑟1+𝑟2)
. 

Следствие 3.4. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑟 = 2𝑟1  

𝛦𝑒1−1 = 𝛦𝑛1−1 =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟1

(1,5 − 0,3
𝑟1

2

𝑟1
2) −

1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

2𝑟1

= 0,7
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟1

 (12) 

Следствие 3.5. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑟 = ∞  

𝛦𝑒∞ = 1,2
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟1

 (13) 

Следствие 3.6. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑟 = ∞, 𝑞1 = 𝑞2  

𝛦𝑒∞ = 1,2
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞1

𝑟1

= 2
3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞1
2

𝑟1

= 2𝐸1 (14) 

Эта энергия равна работе, совершаемой электростатическими силами при сближении 

двух идентичных разноименно заряженных шаров из бесконечности до нулевого расстояния 

между их центрами. 

При бесконечном расстоянии между зарядами полная запасаемая электростатическая 

энергия двух разноименно заряженных шаров максимальна, в отличие от потенциальной 

энергии, которая бездоказательно принимается равной нулю. 

Следствие 3.7. При 𝑟 = 0  
𝛦𝑒0 = 0, 

в отличие от потенциальной энергии, которая принимает бесконечно большое значение, что 

не имеет никакого смысла и прямо указывает на несправедливость формулы.  

Следствие 3.8.  

𝐴∞1−1 = 𝛦𝑒∞ − 𝛦𝑛1−1 = 1,2
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟1

− 0,7
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟1

= 0,5
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟1

 (15) 

Следствие 3.9. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑞1 = 𝑞2  

𝐴∞1−1 =
5

6
𝐸1 (16) 
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Одноименные заряды 

Теорема 4. Полная запасаемая электростатическая энергия двух одноименно заряжен-

ных разделенных шаров равна  

𝛦𝑒 =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2±

𝑟
 (17) 

Она совпадает с потенциальной энергией одноименных зарядов вне пространства ша-

ров. 

Доказательство тривиально.  

Следствие 4.1. При 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2, т.е. при соприкосновении шаров полная запасаемая 

электростатическая энергия двух одноименно заряженных шаров равна  

𝛦𝑒1−2 = 𝛦𝑟1−2 =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2±

𝑟1+𝑟2
. 

Следствие 4.2. При 𝑟1 = 𝑟2 

𝛦𝑒1−1 = 𝛦𝑟1−1 =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟1+𝑟1
= 0,5

1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟1
. 

(Совпадает с (15)) 

Следствие 4.3. При 𝑟1 = 𝑟2,  𝑞1 = 𝑞2  

𝛦𝑒1−1 = 𝛦𝑟1−1 =
5

6
𝐸1. 

(Совпадает с (16)) 

Теорема 5. Полная запасаемая электростатическая энергия двух одноименно заряжен-

ных шаров при нулевом расстоянии между их центрами равна 

𝛦𝑒 =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟2

(1,5 − 0,3
𝑟1

2

𝑟2
2) (18) 

(Совпадает с (10)) 

Доказательство. Применительно к рассматриваемому случаю аналоги выражений, по-

лученных при доказательстве теоремы 3, принимают вид: 

𝐴01 = −
3

5

1

4𝜋𝜀0𝑟1
(𝑞1 + 𝑞2

𝑟1
3

𝑟2
3)

2

, 

𝑞𝑟 = 𝑞1 + 𝑞2
𝑟3

𝑟2
3, 

𝑑𝐴 =
1

4𝜋𝜀0

𝑞𝑟𝑑𝑞

𝜌2 𝑑𝜌, 

𝐴02 = ∫ 𝑑𝑟
𝑟2

𝑟1

∫
1

4𝜋𝜀0

𝑞𝑟𝑑𝑞

𝑑𝑟𝜌2
𝑑𝜌

𝑟

∞

=
1

4𝜋𝜀0

∫ (𝑞1

3𝑞2

𝑟2
3 𝑟2 + 𝑞2

𝑟3

𝑟2
3

3𝑞2

𝑟2
3 𝑟2) 𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

∫
𝑑𝜌

𝜌2

𝑟

∞

= 

= −
1

4𝜋𝜀0

∫ (
3𝑞1𝑞2

𝑟2
3 𝑟2 +

3𝑞2
2

𝑟2
6 𝑟5)

1

𝑟
𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

= −
1

4𝜋𝜀0

∫ (
3𝑞1𝑞2

𝑟2
3 𝑟 +

3𝑞2
2

𝑟2
6 𝑟4) 𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

= 

= −
1

4𝜋𝜀0
(

3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟2

2 +
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟2

5 −
3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟1

2 −
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟1

5) = −
1

4𝜋𝜀0
(

3𝑞1𝑞2

2𝑟2
+

3𝑞2
2

5𝑟2
−

3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟1

2 −
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟1

5), 

𝐴0 = 𝐴01 + 𝐴02 = −
3

5

1

4𝜋𝜀0𝑟1

(𝑞1 + 𝑞2

𝑟1
3

𝑟2
3)

2

−
1

4𝜋𝜀0

(
3𝑞1𝑞2

2𝑟2

+
3𝑞2

2

5𝑟2

−
3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟1

2 −
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟1

5) = 

= −
1

4𝜋𝜀0

(
3𝑞1

2

5𝑟1

+
6𝑞1𝑞2𝑟1

2

5𝑟2
3 +

3𝑞2
2𝑟1

5

5𝑟2
6 +

3𝑞1𝑞2

2𝑟2

+
3𝑞2

2

5𝑟2

−
3𝑞1𝑞2

2𝑟2
3 𝑟1

2 −
3𝑞2

2

5𝑟2
6 𝑟1

5) = 

= −
3

5

1

4𝜋𝜀0
[

𝑞1
2

𝑟1
+

𝑞2
2

𝑟2
+

1

2

𝑞1𝑞2

𝑟2
(5 −

𝑟1
2

𝑟2
2)]. 

Замечание 9. 𝛽1,2 =
1

4
(𝛼−2 − 5) ± √

1

16
(𝛼−2 − 5)2 − 𝛼. 

Замечание 10. 𝐸0 = −𝐴0. 

Замечание 11. При 𝑟1 = 𝑟2  

𝐸0 = −𝐴0 =
3

5

1

4𝜋𝜀0
[

𝑞1
2

𝑟1
+

𝑞2
2

𝑟1
+

1

2

𝑞1𝑞2

𝑟1
(5 −

𝑟1
2

𝑟1
2)] =

3

5

1

4𝜋𝜀0

(𝑞1+𝑞2)2

𝑟1
, 

что согласуется с (6), (7) и (8). 

Замечание 12. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑞1 = 𝑞2  

𝐸0 =
3

5

1

4𝜋𝜀0

(𝑞1+𝑞1)2

𝑟1
= 4

3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞1
2

𝑟1
= 4𝐸1. 

Замечание 13. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑞1 = 𝑞2  
𝐴0∞ = 𝐸0 − 2𝐸1 = 2𝐸1. 

(Совпадает с (9)). 
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Очевидно, что искомая полная запасаемая электростатическая энергия двух одноимен-

но заряженных шаров при нулевом расстоянии между их центрами определяется как следу-

ющая разность 
𝛦𝑒 = 𝐸0 − 𝐸1 − 𝐸2 = 

=
3

5

1

4𝜋𝜀0

[
𝑞1

2

𝑟1

+
𝑞2

2

𝑟2

+
1

2

𝑞1𝑞2

𝑟2

(5 −
𝑟1

2

𝑟2
2)] −

3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞1
2

𝑟1

−
3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞2
2

𝑟2

= 

=
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟2
(1,5 − 0,3

𝑟1
2

𝑟2
2). 

Теорема доказана. 

Следствие 5.1. При 𝑟1 = 𝑟2  

𝛦𝑒 = 1,2
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟1
. 

(Совпадает с (13)). 

Следствие 5.2. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑞1 = 𝑞2  

𝛦𝑒 = 1,2
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞1

𝑟1
= 2

3

5

1

4𝜋𝜀0

𝑞1
2

𝑟1
= 2𝐸1. 

(Совпадает с (14)) 

Эта энергия равна работе, совершаемой электростатическими силами при удалении 

двух идентичных одноименно заряженных шаров от нулевого расстояния между их центра-

ми до бесконечности. 

При нулевом расстоянии между центрами зарядов полная запасаемая электростатиче-

ская энергия двух одноименно заряженных шаров максимальна, но конечна, в отличие от по-

тенциальной энергии, которая принимает бесконечно большое значение. 

Следствие 5.3. Условная нереализуемая запасаемая энергия двух разноименно заря-

женных шаров равна 

𝛦𝑛1−2 = 𝛦𝑒 − 𝛦𝑟1−2 =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟2
(1,5 − 0,3

𝑟1
2

𝑟2
2) −

1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟1+𝑟2
=

𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0
(1,5

1

𝑟2
− 0,3

𝑟1
2

𝑟2
3 −

1

𝑟1+𝑟2
). 

(Совпадает с (11)). Это вытекает из (4) 

Следствие 5.4. При 𝑟1 = 𝑟2,   𝑟 = 2𝑟1  

𝛦𝑛1−1 =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟1
(1,5 − 0,3

𝑟1
2

𝑟1
2) −

1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

2𝑟1
= 0,7

𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟1
. 

(Совпадает с (12)). 

Заключение 

Энергетика разноименных зарядов имеет различия и сходства с энергетикой одноимен-

ных зарядов. 

Минимальная энергия поля одноименных идентичных зарядов равна максимальной 

энергия поля разноименных зарядов  
𝐸𝑚𝑖𝑛 ∞±± = 𝐸𝑚𝑎𝑥 ∞±∓ = 2𝐸1. 

Максимальная энергия поля одноименных идентичных зарядов вдвое превышает мак-

симальную энергию поля разноименных зарядов  
𝐸𝑚𝑎𝑥 0±± = 2𝐸𝑚𝑎𝑥 ∞±∓ = 4𝐸1. 

В то же время работа электростатического поля по сближению разноименных идентич-

ных зарядов из бесконечности до совмещения их центров равна работе поля по противопо-

ложному разнесению одноименных зарядов   
𝐴∞0±∓ = 𝐴0∞±± = 2𝐸1. 

Для одноименных зарядов вне их внутреннего пространства полная запасаемая элек-

тростатическая энергия совпадает с потенциальной энергией. 

Однако полная запасаемая электростатическая энергия при совмещении центров одно-

именно заряженных шаров существенно превышает потенциальную энергию соприкасаю-

щихся шаров 
𝛦0𝑒

𝐸𝑒1−1
=

2𝐸1
5

6
𝐸1

= 2,4. 

Строго говоря, под потенциальной энергией понимают величину 

𝛱 = 𝐶 −
1

4𝜋𝜀0

𝑞1±𝑞2∓

𝑟
, 



Прикладная математика 

8 Математическое и программное обеспечение в промышленной и социальной сферах. 2020. Т. 8. № 1 

где С – аддитивная постоянная, которая принята равной нулю, что оправдано для одноимен-

ных зарядов и совершенно бездоказательно обобщено на разноименные заряды, что не дает 

представления о запасенной энергии в системе разноименных зарядов. 

Если теперь уже не бездоказательно для разноименных зарядов принять 

𝐶 =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟2

(1,5 − 0,3
𝑟1

2

𝑟2
2) (19) 

то потенциальная энергия разноименных зарядов превратится в полную запасаемую электро-

статическую энергию (5), что поднимет ее смысловой статус до уровня выражений (2), (3), 

(17) и (18). 

Аддитивная постоянная (19) представляет собой полную запасаемую электростатиче-

скую энергию двух одноименно заряженных шаров при нулевом расстоянии между их цен-

трами (18). 

Полученная формула для полной запасаемой электростатической энергии разноимен-

ных зарядов может использоваться в качестве формулы для их потенциальной энергии. 

Главным недостатком существующей формулы потенциальной энергии является бес-

конечно большое возрастание энергии при 𝑟 → 0. Этого недостатка лишены полученные 

формулы для запасаемой электростатической энергии. 
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ABOUT SOME CALCULATIONS OF ELECTROSTATIC FIELD ENERGY 

Popov I.P. 

Abstract. When the distance between electric charges tends to zero, the potential energy of the electrostatic field tends 

to infinity, which is not good. The purpose of the study is to exclude the possibility of developing infinitely large elec-

trostatic energy. The relevance of the work is due to a significant increase in the role of electrostatic energy in connec-

tion with the start of mass production of electric vehicles and the need for the development of theoretical support in this 

regard. Definitions are given. Definition 1. The total stored energy is the energy of a system or an object equal to the 

maximum work that a system or object can do if it or he is given such an opportunity. Definition 2. The conditional 

realized stored energy is a part of the total stored energy of a system or object equal to the work that the system or ob-

ject can do, limited by the condition that excludes the possibility of the system or object performing the maximum work 

that the system or object can hypothetically perform. Definition 3. Conditional unrealizable stored energy is a part of 

the total stored energy of a system or object equal to the work that the system or object cannot perform, limited by the 

condition that excludes the possibility of the system or object performing the maximum work that the system or object 

can hypothetically perform. 

Keywords: full, conditional realized, unrealized, stored, electrostatic energy, homonymous, unlike charges. 
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СИНТЕЗ И АНАЛИЗ МУЛЬТИИНЕРТНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 

Попов И.П. 

Аннотация. Отмечено, что свободные гармонические колебания классического маятника обусловлены взаим-

ным преобразованием кинетической энергии груза в потенциальную энергию пружины. Разработаны осцилля-

торы с другим характером энергообмена, например, преобразованием кинетической энергии груза в энергию 

магнитного поля соленоида или энергию электрического поля конденсатора. Все эти колебательные системы и 

подобные им явились предпосылкой создания биинертного осциллятора, в котором ускорение одного груза 

происходит за счет торможения другого, т.е. происходит обмен только кинетическими энергиями. Особенно-

стью мультиинертного осциллятора является то, что частота его свободных колебаний не фиксирована и опре-

деляется преимущественно начальными условиями. Эта особенность может оказаться весьма полезной для тех-

нических приложений, например, для самонейтрализации механической реактивной (инерционной) мощности. 

𝑛 -угольник, образованный инертными телами, осуществляет сложное движение – орбитальное вращение во-

круг центра координат и спиновое вращение вокруг своей оси, проходящей через центр 𝑛 -угольника. При этом 

каждый груз совершает линейные гармонические колебания вдоль своей направляющей. При расположении 

направляющих грузов не в виде звезды, а параллельно друг другу углы между соответствующими кривошипа-

ми необходимо составят 360/n градусов. 

Ключевые слова: осциллятор, инертный, гармонический, реактивность, пространственный сдвиг, фазовый 

сдвиг, кинетическая энергия. 
 

Введение 

Свободные гармонические колебания классического маятника обусловлены взаимным 

преобразованием кинетической энергии груза в потенциальную энергию пружины [1, 2]. 

Разработаны осцилляторы с другим характером энергообмена, например, преобразованием 

кинетической энергии груза в энергию магнитного поля соленоида или энергию электриче-

ского поля конденсатора. Все эти колебательные системы и подобные им [3–8] явились 

предпосылкой создания биинертного осциллятора, в котором ускорение одного груза проис-

ходит за счет торможения другого, т.е. происходит обмен только кинетическими энергиями. 

Целью работы является моделирование мультиинертного осциллятора. 

Синтез колебательной системы 

Пусть в плоскости 𝑍 имеются не две, а 𝑛 координатных осей 0𝑥1, 0𝑥2, . . . ,0𝑥𝑛, образую-

щих центрально симметричную звезду с центром в точке 0. Угол между осями составляет 
𝜋

𝑛
. 

Из начала координат 0 отложен вектор 𝑹. Направление вектора произвольное. 𝑹 ⊂ 𝑍.  

Теорема 1.  

1. Отрезки, соединяющие координаты 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 вектора 𝑹 в системе координат 

0𝑥1, 0𝑥2, . . . ,0𝑥𝑛 образуют правильный 𝑛 -угольник.  

2. Размер 𝑛 -угольника не зависит от ориентации вектора 𝑹.  

3. Середина вектора 𝑹 совмещена с центром 𝑛 -угольника. 

Доказательство. Вектор 𝑹 имеет координаты:  
𝑥1 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜙 (1) 

𝑥2 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

𝑛
− 𝜙), 

𝑥3 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 (
2𝜋

𝑛
− 𝜙), 

………………….. 

𝑥𝑖 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 [
(𝑖−1)𝜋

𝑛
− 𝜙], 

………………….. 

𝑥𝑛 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 [
(𝑛 − 1)𝜋

𝑛
− 𝜙] (2) 

В соответствии с теоремой косинусов 

(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = 𝑅2 {𝑐𝑜𝑠2 [
(𝑖 − 1)𝜋

𝑛
− 𝜙] + 𝑐𝑜𝑠2 (

𝑖𝜋

𝑛
− 𝜙) − 2 𝑐𝑜𝑠 [

(𝑖 − 1)𝜋

𝑛
− 𝜙] 𝑐𝑜𝑠 (

𝑖𝜋

𝑛
− 𝜙) 𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑛
} = 

= 𝑅2 {𝑐𝑜𝑠2 (
𝑖𝜋

𝑛
− 𝜙 −

𝜋

𝑛
) + (𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 + 𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙)

2

− 

−2 [𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑛
(𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 + 𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙) + 𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
(𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 − 𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙)] × 
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× (𝑐𝑜𝑠
𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 + 𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙) 𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑛
} = 

= 𝑅2 (𝑐𝑜𝑠2
𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2 𝜙 + 𝑐𝑜𝑠2

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2 𝜙 + 𝑠𝑖𝑛2

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2 𝜙 + 

+ 𝑠𝑖𝑛2
𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2 𝜙 + 2 𝑐𝑜𝑠2

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙 + 

+2 𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2 𝜙 𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
− 2 𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙 + 

+2 𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 − 2 𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2 𝜙 𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
− 

−2 𝑠𝑖𝑛2
𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙 + 𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2 𝜙 + 𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2 𝜙 + 

+2 𝑐𝑜𝑠
𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 2 𝑐𝑜𝑠2

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2 𝜙 − 

−2 𝑐𝑜𝑠2
𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 − 2 𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2 𝜙 𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑛
+ 

+2 𝑠𝑖𝑛
𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑛
− 2 𝑐𝑜𝑠2

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 

−2 𝑐𝑜𝑠2
𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2 𝜙 − 2 𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑛
+ 2 𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠

𝑖𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2 𝜙 𝑠𝑖𝑛

𝑖𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑛
) = 

= 𝑅2[𝑐𝑜𝑠2 𝜙 (𝑠𝑖𝑛2
𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
− 𝑐𝑜𝑠2

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
+ 𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
) + 

+ 𝑠𝑖𝑛2 𝜙 (𝑠𝑖𝑛2
𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
− 𝑐𝑜𝑠2

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
+ 𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
)] = 

= 𝑅2[𝑐𝑜𝑠2 𝜙 (𝑠𝑖𝑛2
𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
+ 𝑠𝑖𝑛2

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
) + 𝑠𝑖𝑛2 𝜙 (𝑠𝑖𝑛2

𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
+ 𝑠𝑖𝑛2

𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
)] = 

= 𝑅2 [𝑐𝑜𝑠2 𝜙 𝑠𝑖𝑛2
𝜋

𝑛
(𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
+ 𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
) + 𝑠𝑖𝑛2 𝜙 𝑠𝑖𝑛2

𝜋

𝑛
(𝑐𝑜𝑠2

𝑖𝜋

𝑛
+ 𝑠𝑖𝑛2

𝑖𝜋

𝑛
)] = 

= 𝑅2 (𝑐𝑜𝑠2 𝜙 𝑠𝑖𝑛2
𝜋

𝑛
+ 𝑠𝑖𝑛2 𝜙 𝑠𝑖𝑛2

𝜋

𝑛
) = 

= 𝑅2 𝑠𝑖𝑛2 𝜋

𝑛
(𝑐𝑜𝑠2 𝜙 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜙) = 𝑅2 𝑠𝑖𝑛2 𝜋

𝑛
. 

Из этого следует, что все стороны 𝑛 -угольника одинаковы по длине. При этом их дли-

на не является функцией 𝜙, т.е. не зависит от ориентации вектора 𝑹.  

Далее середина вектора 𝑹 обозначается 𝑟. В соответствии с теоремой косинусов  

(𝑥𝑖𝑟)2 = 𝑅2 {𝑐𝑜𝑠2 [
(𝑖−1)𝜋

𝑛
− 𝜙] +

1

4
− 2 𝑐𝑜𝑠 [

(𝑖−1)𝜋

𝑛
− 𝜙]

1

2
𝑐𝑜𝑠 [

(𝑖−1)𝜋

𝑛
− 𝜙]} =

𝑅2

4
. 

Из этого следует, что все от-

резки, связывающие точку 𝑟 с вер-

шинами 𝑛 -угольника, имеют одина-

ковую длину. Это означает, что 𝑛 -

угольник является правильным и 

точка r совпадает с его центром. 

Теорема доказана. 

Теорема 1 позволяет опреде-

лить конфигурацию мультиинертно-

го осциллятора, упрощённая схема 

которого показана на рис. 

Для целей теоремы 1 вершины 

правильного многоугольника рас-

сматривались в одной плоскости Z. 

Для инженерных целей траектории 

грузов не должны пересекаться, по-

этому грузы и их направляющие 

расположении в параллельных плос-

костях подобно цилиндрам, шатунам 

и кривошипам в кривошипно-

 
Рис. Мультиинертный осциллятор 
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шатунном механизме. Для обеспечения этого, например, стержень x1x3 закреплен «сверху» 

(ближе) груза, находящегося в координате x1, а стержень x1x4 – «снизу» (дальше, на рисунке 

не показано). 

Анализ колебательной системы 

Внешние силы к системе не приложены. Скорости инертных тел массой m каждое 

определяются как производные их координат. В соответствии с (1)-(2) 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= −𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝑑𝜙

𝑑𝑡
, 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑅 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

𝑛
− 𝜙)

𝑑𝜙

𝑑𝑡
, 

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= 𝑅 𝑠𝑖𝑛 (

2𝜋

𝑛
− 𝜙)

𝑑𝜙

𝑑𝑡
, 

………………………….. 
𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑅 𝑠𝑖𝑛 [

(𝑖−1)𝜋

𝑛
− 𝜙]

𝑑𝜙

𝑑𝑡
, 

………………………….. 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑅 𝑠𝑖𝑛 [

(𝑛−1)𝜋

𝑛
− 𝜙]

𝑑𝜙

𝑑𝑡
. 

Для того, чтобы в системе происходили свободные гармонические колебания, необхо-

димо, чтобы ее полная энергия оставалась постоянной. В данном случае полная энергия си-

стемы имеет вид: 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑅2 {𝑠𝑖𝑛2 𝜙 + 𝑠𝑖𝑛2 (

𝜋

𝑛
− 𝜙) +. . . + 𝑠𝑖𝑛2 [

(𝑖 − 1)𝜋

𝑛
− 𝜙] + . . . + 𝑠𝑖𝑛2 [

(𝑛 − 1)𝜋

𝑛
− 𝜙]} (

𝑑𝜙

𝑑𝑡
)

2

. (3) 

Теорема 2. При 𝑛 ≥ 2 имеет место выражение: 

∑ 𝑠𝑖𝑛2 [
(𝑖 − 1)𝜋

𝑛
± 𝜙]

𝑛

𝑖=1

=
𝑛

2
 (4) 

Доказательство 

∑ 𝑠𝑖𝑛2 [
(𝑖 − 1)𝜋

𝑛
± 𝜙]

𝑛

𝑖=1

= 

= ∑ {
1

2
−

1

2
𝑐𝑜𝑠 [

(𝑖 − 1)2𝜋

𝑛
± 2𝜙]}

𝑛

𝑖=1

= 

=
𝑛

2
−

1

2
𝑐𝑜𝑠 2 𝜙 ∑ 𝑐𝑜𝑠

(𝑖−1)2𝜋

𝑛

𝑛
𝑖=1 ∓

1

2
𝑠𝑖𝑛 2 𝜙 ∑ 𝑠𝑖𝑛

(𝑖−1)2𝜋

𝑛

𝑛
𝑖=1 . 

Если вдоль координатных осей 0𝑥1, 0𝑥2, . . . ,0𝑥𝑛 отложить единичные векторы, то их 

сумма вследствие центральной симметрии будет равна нулю. Следовательно, сумма проек-

ций этих единичных векторов на любую из осей 0𝑥1, 0𝑥2, . . . ,0𝑥𝑛 также будет нулевой. По 

этой причине последние две суммы тождественно равны нулю. 

Теорема доказана. 

Следствие 1. При 𝑛 = 2 выражение (4) приобретает известный вид: 

𝑠𝑖𝑛2 𝜙 + 𝑠𝑖𝑛2 (
𝜋

2
+ 𝜙) = 𝑠𝑖𝑛2 𝜙 + 𝑐𝑜𝑠2 𝜙 =

2

2
= 1. 

Точно также доказывается 

Теорема 3. При 𝑛 ≥ 2 имеет место выражение: 

∑ 𝑐𝑜𝑠2 [
(𝑖 − 1)𝜋

𝑛
± 𝜙]

𝑛

𝑖=1

=
𝑛

2
 

С учетом теоремы 2 (выражение (4)) полная (она же кинетическая) энергия (3) равна 

𝑇 =
1

4
𝑛𝑚𝑅2 (

𝑑𝜙

𝑑𝑡
)

2

= const. 

Из последнего выражения следует 
𝑑𝜙

𝑑𝑡
= const. 

𝜙 = 𝐶1𝑡 + 𝐶2. 

Начальные условия для фазы и угловой скорости: 
𝜙(0) = 𝜙0, 

𝑑𝜙

𝑑𝑡
(0) = 𝜔0. 

Отсюда 
𝐶2 = 𝜙0, 

𝐶1 = 𝜔0. 
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Формулы для координат грузов (1)–(2) принимают вид: 
𝑥1 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡 + 𝜙0), 

𝑥2 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

𝑛
− 𝜔0𝑡 − 𝜙0), 

𝑥3 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 (
2𝜋

𝑛
− 𝜔0𝑡 − 𝜙0), 

………………………….. 

𝑥𝑖 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 [
(𝑖−1)𝜋

𝑛
− 𝜔0𝑡 − 𝜙0], 

………………………….. 

𝑥𝑛 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 [
(𝑛−1)𝜋

𝑛
− 𝜔0𝑡 − 𝜙0]. 

Начальные условия для перемещения и линейной скорости: 
𝑥1(0) = 𝑥10, 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
(0) = 𝑣10. 

Отсюда 
𝑐𝑜𝑠 𝜙0 =

𝑥10

𝑅
, 

𝜙0 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑥10

𝑅
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 √1 −

𝑥10
2

𝑅2 , 

−𝑅𝜔0 𝑠𝑖𝑛( 𝜔00 + 𝜙0) = 𝑣10, 

 

𝜔0 = −
𝑣10

√𝑅2 − 𝑥10
2

 (5) 

Заключение 

Инертные тела массой m каждое осуществляют гармонические колебания, обусловлен-

ные взаимным обменом кинетической энергией. Потенциальная энергия пружин для этого не 

требуется. 

Колебания тел являются свободными. 

Особенностью мультиинертного осциллятора является то, что частота его свободных 

колебаний (5) не фиксирована и определяется преимущественно начальными условиями. Эта 

особенность может оказаться весьма полезной для технических приложений, например, для 

самонейтрализации механической реактивной (инерционной) мощности. 

𝑛 -угольник 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 осуществляет сложное движение – орбитальное вращение во-

круг центра координат 0 и спиновое вращение вокруг своей оси, проходящей через центр 𝑟. 

При этом каждый груз совершает линейные гармонические колебания вдоль своей 

направляющей. Его координата изменяется от +R до –R. 

При расположении направляющих грузов не в виде звезды, а параллельно друг другу 

углы между соответствующими кривошипами необходимо составят 360/n градусов. 

Мультиинертный осциллятор имеет перспективу промышленного применения. Некото-

рые вибромашины, в частности, сортировальные имеют более трех массивных подвижных 

рабочих органов [9, 10]. Построение их по схеме мультиинертного осциллятора позволит 

существенно сократить потребление энергии, которая в этом случае не будет расходоваться 

на сообщение массивным рабочим органам колебательных движений (около 90% полной 

мощности), а будет направлена только на компенсацию трения и на совершение полезной 

работы. 

Список использованных источников 
1. Попов, И.П. Две теоремы для механических резонансов // МиПОС. – 2019. – Т.7. – № 2. – C. 2-7.  

DOI: 10.18503/2306-2053-2019-7-2-2-7. 

2. Попов, И.П. Применение символического (комплексного) метода для расчета сложных механических систем 

при гармонических воздействиях // Прикладная физика и математика. – 2019. – № 4. – С. 14-24.  

DOI: 10.25791/pfim.04.2019.828. 

3. Крайнова, Л.Н. Колебания цилиндра со смещенным центром тяжести на жестком основании / Л.Н. Крайнова, 

А.И. Муницын, М.А. Муницына // Проблемы машиностроения и автоматизации. – 2018. – № 2. – С. 47-50. 

4. Муртазина, С.А. Главные асимптотики вынужденных колебаний однопараметрических динамических систем 

// Математическое и программное обеспечение систем в промышленной и социальной сферах. – 2016. – № 2. – 

C. 17-20.  

https://elibrary.ru/item.asp?id=34942175
https://elibrary.ru/item.asp?id=27683638


Прикладная математика 

14 Математическое и программное обеспечение в промышленной и социальной сферах. 2020. Т. 8. № 1 

5. Юмагулов, М.Г. Алгоритмы приближенного исследования задач о синхронизации периодических колебаний 

нелинейных динамических систем / М.Г. Юмагулов, Э.С. Суюндукова // Математическое и программное обес-

печение систем в промышленной и социальной сферах. – 2013. – № 1. – C. 26-32.  

6. Юмагулов, М.Г. Задача о субгармонических колебаниях уравнения Дуффинга / М.Г. Юмагулов, Э.С. Суюн-

дукова // Математическое и программное обеспечение систем в промышленной и социальной сферах. – 2012. – 

№ 2. – C. 125-129.  

7. Ибрагимова, Л.С. Синхронизация субгармонических колебаний уравнения Матье // Математическое и про-

граммное обеспечение систем в промышленной и социальной сферах. – 2012. – № 2. – C. 129-132.  

8. Муртазина, С.А. Расчет устойчивости вынужденных колебаний многопараметрических динамических систем 

// Математическое и программное обеспечение систем в промышленной и социальной сферах. – 2011. – № 1-1. 

– C. 198-203.  

9. Попов, И.П. Автобалансировка вибрационных машин / И.П. Попов, С.Ю. Кубарева // Вестник Магнитогор-

ского государственного технического университета им. Г.И. Носова. – 2018. – Т. 16. – № 3. – С. 140-144. 

https://doi.org/10.18503/1995-2732-2018-16-3-140-144 

10. Гудушаури, Э.Г. Применение вибрационной технологии в сельском хозяйстве // Проблемы машиностроения 

и автоматизации. – 2018. – № 3. – С. 145-148. 

Материал поступил в редакцию: 15.09.2020 

Материал принят к публикации: 01.12.2020  

INFORMATION ABOUT THE PAPER IN ENGLISH 

SYNTHESIS AND ANALYSIS OF MULTI-INERT OSCILLATOR 

Popov I.P. 

Abstract. It is noted that the free harmonic vibrations of a classical pendulum are due to the mutual conversion of the 

kinetic energy of the load into the potential energy of the spring. Oscillators with a different nature of energy exchange 

have been developed, for example, by converting the kinetic energy of a load into the energy of a magnetic field of a 

solenoid or the energy of an electric field of a capacitor. All these oscillatory systems and the like were a prerequisite 

for the creation of a biinert oscillator, in which the acceleration of one load occurs due to the braking of another, i.e. 

only kinetic energies are exchanged. A feature of a multi-inert oscillator is that the frequency of its free oscillations is 

not fixed and is determined mainly by the initial conditions. This feature can be very useful for technical applications, 

for example, for self-neutralization of mechanical reactive (inertial) power. n-gon, formed by inert bodies, carries out 

complex motion - orbital rotation around the center of coordinates and spin rotation around its axis passing through the 

center of the n-gon. Moreover, each load performs linear harmonic oscillations along its guide. With the arrangement of 

the guiding weights not in the form of a star, but in parallel to each other, the angles between the corresponding cranks 

must be 360/n degrees. 

Keywords: oscillator, inert, harmonic, reactivity, spatial shift, phase shift, kinetic energy. 
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НЕЙРОННЫЕ СЕТИ 

NEURAL NETWORKS 

УДК 004.415.25 DOI: 10.18503/2306-2053-2020-8-1-15-22 

АНАЛИЗ ПОНЯТИЙ НЕЙРОННАЯ СЕТЬ И СВЕРТОЧНАЯ НЕЙРОННАЯ СЕТЬ, 

ОБУЧЕНИЕ СВЕРТОЧНОЙ НЕЙРОСЕТИ ПРИ ПОМОЩИ МОДУЛЯ TENSORFLOW 

Багаев И.И. 

Аннотация. В статье проведен анализ перехода внимания научного сообщества от основного средства для рас-

познавания образов при помощи методов машинного обучения без применения нейронных сетей к сверточным 

нейронным сетям как к наилучшему способу для классификации объектов на изображениях. Рассмотрены по-

дробно понятия нейронной сети и сверточной нейронной сети, приведены примеры однослойной, двухслойной 

нейронных сетей, показан принцип, при помощи которого можно создавать нейронную сеть любой глубины, 

проведен анализ отличительных особенностей сверточных нейросетей, разобраны типы слоев, которые может 

иметь сверточная нейросеть. Проанализирован процесс обучения нейронной сети на наборе данных Fashion 

MNIST при использовании программного пакета TensorFlow от Google, выбрана структура собственной свер-

точной нейронной сети, нейросеть обучена для распознавания различных видов одежды. Результат работы мо-

дели на тестовом наборе данных Fashion MNIST составил 90%. Анализ пакета TensorFlow показал простоту API 

высокого уровня, предоставляемое модулем, позволяющее строить, конфигурировать и обучать нейросети лю-

бой сложности, включая сверточные нейронные сети, что делает TensorFlow удобным для интеграции и исполь-

зования в собственных разработках. 

Ключевые слова: нейронная сеть, сверточная нейронная сеть, GPU, CPU, нейрон, функция активации, Tensor-

Flow, функция потерь, метрика качества. 
 

Введение 

Сверточная нейронная сеть (англ. – CNN или ConvNet) является частным случаем ис-

кусственных нейронных сетей глубокого обучения (англ. – deep learning) [1]. Архитектура 

сверточных сетей была предложена Яном Лекуном [2] в 1988 году с целью повышения эф-

фективности распознавания образов, но, как и другие искусственные нейронные сети, требо-

вала вычислительной мощности, которой на момент появления обеспечить не представля-

лось возможным, вследствие чего интерес научного сообщества к нейронным сетям был 

снижен вплоть до появления реализаций на графическом процессоре (англ. graphics pro-

cessing unit или GPU) [3]. 

Помимо использования особенностей архитектуры GPU, ориентированной на многопо-

точное исполнение [4], в качестве основы для нейронных сетей требовалось также эффек-

тивная реализация, которая показала бы преимущество перед центральными процессорами 

(англ. central processing unit или CPU), мощности которых долгое время безальтернативно 

использовались при работе с нейронными сетями: в силу вычислительных и архитектурных 

ограничений CPU не давал необходимо уровня производительности. Сравнительное проти-

вопоставление с графическими ускорителями произошло много позднее. В работе О К. и 

Юнга К. [3] была показана имплементация искусственной нейронной сети на графическом 

ускорителе с итоговым быстродействием, превышающем аналогичную на центральном про-

цессоре в 20 раз, что вновь повысило внимание к нейронным сетям. 

Тем не менее в распознавании образов вплоть до победы сверточной нейронной сети 

AlexNet в конкурсе ImageNet 2012 года [5], преимущественно использовались классические 

методы машинного обучения без использования нейронных сетей. В последующие годы ли-

дерство как в соревнованиях ImageNet, так и в целом в компьютерном зрении захватили 

сверточные нейронные сети глубокого обучения.  

Таким образом при постановке задач классификация объектов на изображении эффек-

тивней всего использовать сверточные нейронные сети. Необходимо учитывать, что перед 

использованием искусственной нейронной сети, требуется решить проблему конфигурации и 

настроить её гиперпараметры: количество слоев, количество нейронов в каждом из слоев, а 

также выбрать функции активации, в которые будет подаваться результат слоя перед переда-

чей на следующий слой.  
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Рассмотрим, чем является нейронная сеть в общем понимании, а также особенности 

сверточных нейронных сетей. 

Понятие нейронной сети 

Нейронная сеть – универсальная модель, способная аппроксимировать любые поверх-

ности. Соответствующую теорему сформулировал в 1957 году Андрей Николаевич Колмого-

ров [6]: каждая непрерывная функция 𝑎(𝑥), заданная на единичном кубе d-мерного про-

странства, представима в виде: 

𝑎(𝑥) = ∑ 𝜎𝑖

2𝑑+1

𝑖=1

(∑ 𝑓𝑖𝑗

𝑑

𝑗=1

(𝑥𝑗)) ,                                              (1) 

где 𝑥 = [𝑥1, … , 𝑥𝑑] – вектор описания объекта, функции 𝜎𝑖(·) и 𝑓𝑖𝑗(·) являются непрерывны-

ми, 𝑓𝑖𝑗 не зависят от выбора 𝑎. 

Согласно тексту теоремы, функция 𝑎(𝑥) определена только на единичном кубе, следо-

вательно, все элементы выборки должны лежать в нем: признаки всегда можно отмасштаби-

ровать так, чтобы на обучающей выборке каждый из них принимал значения из отрезка 
[0; 1]. Важно отметить, что в теореме не указан вид функций 𝜎𝑖 и 𝑓𝑖𝑗. Проблема выбора ги-

перпараметров нейронной сети все еще остается сложной задачей, и для достижения высоко-

го уровня метрик качества требует ручного подхода к каждой конкретной выборке. С поня-

тиями функции активации и виды функций активации можно ознакомиться в работе [7]. 

Однослойная нейронная сеть представляет собой нейрон и определяется следующим 

выражением: 

𝑎(𝑥, 𝑤) = 𝜎(𝑤𝑇𝑥) = 𝜎 (∑  𝑤𝑗
(1)

𝑑

𝑗=1

𝑥𝑗 +  𝑤0
(1)

) ,                               (2) 

где 𝜎 – функция активации, 𝑤 – вектор параметров (весов), 𝑥 – вектор описания объекта. 

Функция активации должна быть непрерывной, монотонной и, желательно, дифференцируе-

мой функцией. Для удобства 𝑥 ∈ 𝑅𝑑+1 дополнен постоянным на всех объектах признаком 

𝑥0 = 1. Соответствующий вклад в скалярное произведение 𝑤T𝑥 равен 𝑤0. 

Нейрон можно изобразить в виде вершины графа (рис. 1): он характеризуется своей 

функцией активации, имеет множество входов и один выход. 

 
Рис. 1. Однослойная нейронная сеть как единственный нейрон 

Пределом применимости однослойных нейронных является линейно разделимые вы-

борки. 

Двухслойная нейронная сеть – это линейная комбинация из D-нейронов (однослойных 

нейронных сетей): 

𝑎(𝑥, 𝑤) = 𝜎(2) (∑ 𝑤𝑖
(2)

𝐷

𝑖=1

∗ 𝜎(1) (∑ 𝑤𝑗𝑖
(1)

𝑑

𝑗=1

𝑥𝑗 + 𝑤0𝑖
(1)

) + 𝑤0
(2)

)                  (3) 

Это выражение можно представить в векторном виде: 
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𝑎(𝑥, 𝑤) = 𝜎(2) (𝑤𝑇(2)
𝜎(1) ([𝑤𝑇(1)

𝑥, … , 𝑤𝐷
𝑇(1)

𝑥]))                               (4) 

Вектор 𝑤 параметров нейронной сети получается соединением всех параметров 

нейронной сети на всех слоях: 

𝑤 = {𝑊(1), 𝑤(2)}                                                             (5) 

где: 

𝑊(1) = [𝑤0
(1)

, 𝑤1
(1)

, … , 𝑤𝑑
(1)

]𝑇 ∈ 𝑅(𝑑+1)∗𝐷 , 

𝑤𝑖
(1)

= [𝑤0𝑖
(1)

, 𝑤1𝑖
(1)

, … , 𝑤𝑑𝑖
(1)

]𝑇 ∈ 𝑅𝑑+1,  

𝑤(2) = [𝑤0
(2)

, 𝑤1
(2)

, … , 𝑤𝑑
(2)

]𝑇 ∈ 𝑅𝐷+1.   
На рис. 2 приведено изображение двухслойной нейронной сети с помощью направлен-

ного графа. 

 
Рис. 2. Граф двухслойной нейронной сети 

Таким же образом можно получить нейронные сети, имеющие большее количество 

слоев. 

Сверточные нейронные сети (CNN) 

Сверточные нейронные сети созданы для работы с изображениями, в более редких слу-

чаях используются для других видов информации [8, 9]. Сверточные нейросети являются ча-

стью технологий глубокого обучения. Работа сверточных нейросетей имеет схожие черты с 

функциональностью коры больших полушарий головного мозга, используемой для обработ-

ки визуальных образов [10]: в зрительной коре присутствуют простые клетки, которые реа-

гируют на границы определенной ориентации, т.е. на прямые линии, расположенные под 

разными углами: горизонтально, вертикально и по диагонали, а также – сложные клетки, ко-

торые включаются в работу после активации определенного набора простых клеток. Устрой-

ство сверточной нейронной сети имеет схожую структуру: сверточные слои (англ. – 

convolutional layer) чередуются со слоями подвыборки или, другими словами, избирательны-

ми слоями (англ. – pooling layers). В нейронной сети AlexNet, о которой говорилось выше, 

применялась также операция, известная как dropout [11]. 

Рассмотрим структуру сверточной нейронной сети и приведенные выше понятия. 

В качества примера возьмем сверточную нейронную сеть с пятью слоями (рис. 3), где 

два сверточных слоя чередуется с двумя слоями подвыборки, последним слоем является 

полносвязный слой. 
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Рис. 3. Структура сверточной нейронной сети 

Сверточный слой – это слой, на которым при помощи операции математической сверт-

ки заданное количество ядер или окон фильтров (на рис. 3 на первом сверточном слое нахо-

дятся четыре фильтра) в виде матриц также заданного размера проходят построчно по вхо-

дящей матрице, формируя новую матрицу. Ядро фильтра – матрица весов, которая путем 

свертки извлекает признаки из пришедших данных. Весовые коэффициенты ядра свертки 

устанавливаются в процессе обучения и изначально не определены. Фильтр – это объедине-

ние нескольких ядер. 

Количество фильтров на сверточном слое задается на основе исходной задачи и требо-

ваний к её решению: чем фильтров больше, тем выше качество распознавание и ниже быст-

родействие. 

Обработка границ исходной матрицы может осуществляться следующими способами 

(рис. 4): результирующая матрица может быть меньше исходной матрицы (рис. 4, 1), резуль-

тирующая матрица может быть такого же размера (рис. 4, 2), либо результирующая матрица 

может быть большего размера (рис. 4, 3). Метод обработки выбирается при построении 

нейронной сети. 

 
Рис. 4. Виды свертки матрицы 

Подвыборочный слой – это слой, который имеет тоже самое количество фильтров, что 

и предыдущий сверточной слой. Задача слоя – уменьшить размерность фильтров предыду-

щего слоя. Это делается для того, чтобы не анализировать одну и ту же информацию повтор-

но: ядра фильтров сверточного слоя уже учли некоторую часть информации в своих весовых 

коэффициентах, поэтому далее следует анализировать более абстрактные признаки следую-

щего уровня. 

Ядра фильтров подвыборочного слоя проходят по входящей матрице похожим со 

сверткой образом за исключением того, что области, по которым движется ядро, не пересе-

каются между собой и применяется не операция свертки, а, к примеру, функция максимума 

(англ. – max pooling) [12]: выбирается максимальный элемент в той части исходной матрицы, 

на которое направлено в данный момент ядро фильтра (рис. 5). 
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Рис. 5. Операция max pooling 

Последний слой – это полносвязная нейронная сеть или персептрон [13], который так-

же может состоять из нескольких слоев. Слой предназначен для классификации: сколько 

классов изображений закладывается разработчиком нейросети, столько нейронов на послед-

нем слое этого слоя необходимо задать. 

После проведенного анализа понятий нейронная сеть и сверточная нейросеть следует 

перейти к обучению последней. 

Обучение сверточной нейронной сети при помощи программного модуля TensorFlow  

от Google 

Для оценки порога вхождения, который необходим разработчику нейронной сети, и 

сложности API, предоставляемого TensorFlow, требуется провести анализ примеров, которые 

находятся на официальном сайте проекта, и далее обучить собственную сверточную нейрон-

ную сеть. 

Для того что бы воспользовать-

ся TensorFlow необходимо иметь py-

thon, ipython-notebook и, соответ-

ственно, установленный модуль Ten-

sorFlow. 

Для формирования обучающей 

и тестовой выборки используется 

набор данных Fashion MNIST (рис. 7), 

который содержит 70 тысяч изобра-

жений размером 28 на 28 пикселей в 

десяти категориях одежды. 

Для обучающей выборки подготовлено 60 тысяч изображений, для тестовой выборки, 

при помощи которой проверяется качество обучения, предоставлено 10 тысяч изображений. 

Доступ к исходному набору данных Fashion MNIST получается путем вызова метода 

datasets.fashion_mnist в ipython-notebook, воспользовавшись подмо-

дулем TensorFlow под названием keras. 

После загрузки данной выборки имеется четыре массива: обу-

чающие данные и метки классов и, соответственно, тестовые дан-

ные и метки классов для тестовых данных. Всего классов в выборке 

имеется десять классов (рис. 8). 

Изображения одежды перед обучением нейросети нужно под-

готовить: каждое изображение в выборке представлено в оттенках 

серого цвета (рис. 9) на отрезке яркости [0; 255], поэтому перед тем, 

как отправлять данные в нейросеть, необходимо изменить масштаб, 

поделив исходную яркость пикселя на 255, для приведения значения 

точки в отрезок [0; 1]. 

Когда данные подготовлены, необходимо настроить слои – 

сверточная нейросеть со структурой, которая была приведена на 

рис. 3, взята за основу за исключением того, что изменено кол-во 

 
Рис. 7. Часть изображений, входящих  

в выборку Fashion MNIST 

 
Рис. 8. Метки классов 

набора данных 

Fashion MNIST 
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фильтров на сверточных слоях для уменьшения итоговой ошибки классификации. Таким об-

разом будет использовано пять основных слоев и один дополнительный вспомогательный 

слой. Описание слоев приведено в табл. 1. 
Таблица 1 

Структура сверточной нейронной сети для распознавания видов одежды 

№ 

слоя 
Тип слоя 

Кол-во филь-

тров/нейронов 
Размер ядра 

Функция актива-

ции/преобразования 

1 Сверточный 64 5x5 Relu 

2 Подвыборки – 2x2 MaxPooling 

3 Сверточный 128 5x5 Relu 

4 Подвыборки – 2x2 MaxPooling 

5 Преобразование – – – 

6 Полносвязный 10 – Softmax 

После выбора структуры модели в TensorFlow необходимо указать функцию потерь, 

минимизация которой будет происходить в процессе обучения, выбрать оптимизатор, кото-

рый будет указывать, каким образом следует обновляться модели на основе исходных дан-

ных и функции потерь. Также требуется указать метрику качества, по которой можно будет 

судить о результате обучения модели. 

Перед обучением собственной сверточной нейронной сети в качестве функции потерь и 

оптимизатора выбрано то, что предложено в официальных примерах, а именно функция по-

терь categorical_crossentropy [14] и оптимизатор adam [16]. За метрику качества будет взята 

метрика accuracy – доля правильных ответов классификации. 

 После компиляции модели с указанными выше параметрами необходимо запустить 

обучение модели, для это следует указать данные обучающей выборки и количество эпох 

или количество итераций, проходя которые нейросеть будет улучшать точность распознава-

ния, опираясь на результат предыдущей итерации. Для обучения выбрано стандартное число 

эпох, а именно десять. 

Спустя десять итераций обучения доля правильных ответов на обучающей выборке со-

ставила 0.9602 или 96%. После окончания обучения необходимо проверить работу модели на 

заранее отделенной тестовой выборке: точность на проверочных данных составила 0.90 или 

90%. Более низкая доля правильных ответов на тестовой выборке говорит о том, что модель 

переобучилась (англ. overfitting). Переобучение возникает в случаях, когда модель показыва-

ет худший результат на данных, которые не были использованы в обучении. Существуют 

методы борьбы с переобучением [12], но они не рассматриваются в рамках данной работы. 

Заключение 

При работе над данной статьей были проанализированы многочисленные статьи и ин-

тернет-источники, которые поспособствовали более глубокому пониманию понятий нейрон-

ная сеть и сверточная нейронная сеть. Полученные знания позволили выстроить общую 

структуру представления, что такое нейронная сеть, как проектировать структуру нейронной 

сети, каким образом предобрабатывать исходную выборку, чтобы впоследствии обучить 

нейронную сеть, какие выбирать параметры модели для обучения.  

Проанализирован процесс обучения нейронной сети в программном модуле TensorFlow 

для python: для людей, которые имеют представления о нейронных сетях, о том, как готовить 

исходную выборку, в каком соотношении разделять исходную выборку на обучающую и те-

стовую, какими способами можно бороться с переобучением, знающие, что такое функция 

активации и имеющие другие познания, не составит труда работать с TensorFlow, так как 

модуль имеет высокоуровневое API, понятное для людей со знанием контекста. 

В результате обучения собственной сверточной нейронной сети, за основу которой бы-

ли взяты предоставляемые TensorFlow обучающие материалы, качество работы сети соста-

вило 90%, что является относительно хорошим показателям, но поскольку изначально стояла 

задача изучить возможности программного пакета, и не ставилась задача оптимизации от-

дельно скорости или отдельно качества распознавания или баланса этих двух показателей, 

оценить строго данный показатель нельзя. TensorFlow – это гибкий инструмент, который 
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позволяет строить нейронную сеть любой сложности без наличия знаний о том, как работают 

нейросети на более низких уровнях абстракции исходного кода, которые присутствуют в 

других программных пакетах. 
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CONCEPT ANALYSIS NEURAL NETWORK AND CONVENTIONAL NEURAL NETWORK, 

CONVENTIONAL NEURAL NETWORK TRAINING USING THE TENSORFLOW MODULE 
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Abstract. The article consists analyzes the transition of the scientific community's attention from the main tool for pat-

tern recognition using machine learning methods without using neural networks to convolutional neural networks as the 

best way to classify objects in images. The concepts of a neural network and a convolutional neural network are consid-

ered in detail, examples of one-layer, two-layer neural networks are given, a principle is shown that can be used to cre-

ate a neural network of any depth, the distinctive features of convolutional neural networks has been analyzed, the types 

of layers that a convolutional neural network can have are analyzed. The process of training a neural network on the 

Fashion MNIST dataset using the TensorFlow software package from Google has been analyzed, the structure of its 

own convolutional neural network has been selected, the neural network has been trained to recognize various types of 

clothing. The result of the model's work on the Fashion MNIST test dataset was 90%. Analysis of the Tensor-Flow 

package showed the simplicity of the high-level API provided by the module, which allows you to build, configure and 

train neural networks of any complexity, including convolutional neural networks, which makes TensorFlow easy to 

integrate and use in your own development. 

Keywords: neural network, convolutional neural network, GPU, CPU, neuron, activation function, TensorFlow, loss 

function, quality metric. 
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ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ ПРИ ЭКСПРЕСС ОЦЕНКЕ НАЛИЧИЯ ДЕФЕКТА 

ПОВЕРХНОСТИ ОЦИНКОВАННОГО ПРОКАТА* 

Гарбар Е.А., Николаев А.А. 

Аннотация. В работе рассматривается вопрос обработки информации при экспресс оценке наличия дефекта на 

поверхности оцинкованной полосы. Авторами проведено: описание наиболее распространённых поверхност-

ных дефектов при производстве оцинкованного металлопроката и особое внимание уделено дефектам: гарт и 

плена. Для определения наличия дефекта выполняется предварительная обработка изображения – удаления 

шума, с помощью алгоритм размытия Гаусса. Объем экспериментальной выпорки составил более 10 изображе-

ний поверхности оцинкованного листа с дефектами различного вида. Изображения получены в условиях круп-

ного металлургического предприятия. После предварительной обработки изображения применяется алгоритм 

адаптивной пороговой бинаризации с ядром 1D в двух направлениях. В результате сделан вывод о том, что 

данный метод не чувствителен к шумам на изображении, полученным в результате сбоя в работе канала связи, 

шума видеодатчика или дефекта камеры. Алгоритм может быть использован как самостоятельно, так и являться 

частью более сложного алгоритма, предполагающий не только определение наличия дефектов поверхности 

полосы, но и последующую классификацию. Перспективным направлением исследования является уточнение 

признаков для идентификации поверхностных дефектов оцинкованного металлического листа. 

Ключевые слова: обработка изображения, контроль поверхности оцинкованного проката, распознавание дефек-

тов, определение дефектов, классификация дефектов, автоматизированные системы контроля поверхности, ин-

спектирование поверхности, машинное зрение, компьютерное зрение. 
 

Введение  

В последнее время в мире происходит перепроизводство плоского проката [1], а значит 

возрастает конкуренция среди производителей. Качество поверхности оцинкованного прока-

та является важным качественным показателем. Для оценки качества поверхности исполь-

зуются как органолептические методы, так и автоматизированные системы распознавания 

дефектов. 

Органолептические методы оценки поверхности и обнаружения дефектов имеют недо-

статки, связанные с тем, что технология производства оцинкованного проката непрерывная. 

Специалисту при органолептическом методе оценки необходимо продолжительное время 

наблюдать за поверхностью движущейся полосы, при этом он может уставать, терять кон-

центрацию, отвлекаться, что влечет за собой недостаточный уровень контроля качества по-

верхности полосы. Альтернативным способом контроля является применение автоматизиро-

ванных систем для контроля качества поверхности [2, 3]. У данного способа отсутствуют не-

достатки, перечисленные выше. Однако появляются другие, к которым можно отнести: 

– ложноотрицательные срабатывания – данный способ может пропустить дефект; 

– ложноположительные срабатывания – некоторые части поверхности распознаются как де-

фекты, при этом сам дефект отсутствует; 

– неверная классификация дефекта – система определяет один класс дефекта, однако в лабо-

раторных условиях данный дефект могут отнести к другому классу. 

Методы 

1 Описание исходных данных 

Концептуально определение наличия дефекта и его классификации можно представить 

в виде блок-схемы (рис.1). В блок-схеме изображено два этапа распознавания дефекта: де-

тектирование непосредственно дефекта и его последующая классификация.  

Такое разбиение на этапы связано с тем, что классификация дефекта требует больших 

вычислительных мощностей ЭВМ и для классификации дефектов на каждом изображении 

потребуется избыточные мощности. Для уменьшения необходимых мощностей ЭВМ пред-

 
* Работа выполнена под руководством д-ра техн. наук, профессора Логуновой О.С. 
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варительно каждое изображение анализируется для определения наличия самого дефекта [4], 

таким образом дальнейшей классификации дефекта подвергаются только те изображения, на 

которых определено наличие дефекта. 

  
Рис.1. Блок-схема определения класса 

дефекта 

 
 

Рис.2. Блок-схема определения наличия дефекта 

 

Особенностью этапа определения дефекта является то, что его результат может допус-

кать ложное определение наличия дефекта, так как доуточнение произойдет на следующем 

этапе. Но не может допускать ложное определение отсутствия дефекта, так как в этом случае 

изображение не попадет на следующий этап и дефект будет пропущен. Также данный этап 

должен быть быстрым, так как с камеры поступают изображения с большой скоростью, при 

этом обрабатывается каждое изображение. Таким образом анализ каждого изображения дол-

жен использовать минимальные вычислительные мощности ЭВМ. 

Для реализации первого этапа предлагается использовать метод адаптивной пороговой 

бинаризации [5-7] с предварительным удалением шумов с изображения [8].  

Рассмотрим изображения основных дефектов, полученных с устройства инспекции по-

лосы. На данное устройство помещаются оцинкованные рулоны после агрегатов АНО/ГЦ 

или АНГЦ, производится перемотка рулонов, при этом поверхность полосы с обеих снима-

ется камерами.  

На рис. 3 изображен один из наиболее частых дефектов – плена [9]. К примеру, при 

производстве автомобильного листа 67% дефектов от всей отсортировки является плена.  

ГОСТ 21014 – 88 [10] детерминирует плену как – дефект поверхности в виде отслоения язы-
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кообразной формы, частично соединенный с основным металлом, образовавшегося от раска-

та окисленных брызг, заплесков и грубых неровностей поверхности слитка, обусловленных 

дефектами внутренней поверхности изложницы, в том числе образовавшийся вследствие 

раскатки рванин, подрезов, следов глубокой зачистки дефектов или сильной выработки вал-

ков, а также грубых механических повреждений. 

 
Рис. 3. Вид дефекта плена на поверхности оцинкованного проката 

На рис. 4 приведены изображения дефекта кромки. Дефект кромки – дефект проката в 

виде выступов и углублений различной формы и глубины, выходящие за номинальную ши-

рину более, чем на половину поля допуска по НД [11]. 

 
Рис. 4. Вид дефекта кромки на поверхности оцинкованного проката 

На рис. 5 приведены изображения окалины. Окалина образуется преимущественно пу-

тем вкатывания остатков печной окалины [12], формирующейся при нагреве слябов в нагре-

вательной печи перед горячей прокаткой на непрерывных широкополосных станах горячей 

прокатки, в поверхностный слой раскатов. 
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Рис. 5. Вид дефекта окалин на поверхности оцинкованного проката 

На рис. 6 приведены изображения гарта. Гарт или шероховатое покрытие по всей по-

верхности или на отдельных ее участках, в виде мелких густо расположенных бугорков.  

  
Рис.6. Вид дефект гарт на поверхности оцинкованного проката 

Причинами возникновения гарта являются:  

– высокая шероховатость поверхности подката и, как следствие, неравномерный рост желе-

зоцинкового сплава на микровыступах; 

– загрязнение расплава цинка частицами гартцинка; 

– наличие на поверхности холоднокатаных полос загрязнений или пятен СОЖ; 

– повреждение поверхности основы – наличие в большом количестве мелких рисок на поло-

се. 

На рис. 7 приведены изображения надрывов. Надрыв или продир – дефект поверхности 

в виде широких продольных углублений, образующихся от резкого трения проката о детали 

прокатного и подъемно-транспортного оборудования.  
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Рис. 7. Вид дефекта надрыв на поверхности оцинкованного проката 

На рис. 8 приведены изображения сквозных разрывов или дыр. Причинами возникно-

вения являются: наличие на подкате плен, усадочных раковин, пузырей и неметаллических 

включений. 

 
Рис. 8. Вид дефекта сквозные разрывы на поверхности оцинкованного проката 

2 Результаты обработки изображений 

Все изображения, полученные с устройства инспекции полосы хранятся в виде двумер-

ной матрицы в градациях серого, то есть имеющие значения от 0 до 255, где 0 это черный, а 

255 соответствует белому цвету. Размер изображений 780 128 пикселей. 

На изображениях помимо дефектов присутствует шум, который влияет на точность 

распознавания наличия дефекта, при этом непосредственно не является источником инфор-

мации для анализа, так как отсутствует непосредственно на поверхности оцинкованного 

проката. Причинами возникновения шума на изображении являются сбои в работе канала 

связи, шум видеодатчика, дефект камеры [13].  

Для удаления шума используется сглаживание Гаусса. Используя данный фильтр мож-

но уменьшить с расстоянием влияние пикселей друг на друга. Ядро фильтра 1D выражается 

формулой: 
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𝐺𝑖 = 𝑎 ∙ 𝑒
−

(𝑖−
𝑛−1

2
)

2

2𝜎2 , 
(1) 

где 𝑖 =  0. . 𝑛 − 1; 𝑛 – размер ядра,  σ – среднеквадратичное отклонение.  

Выберем 𝜎 = 0,3 ∙ ((𝑛 − 1)) ∙ 0,5 − 1) + 0,8, при 𝑛 =  5, σ = 1,1. К изображению при-

меним свертку с полученной матрицей размерностью 5×1 в двух направлениях: по оси 𝑥 и 

по оси 𝑦. Свертка делается по формуле: 
𝑔(𝑥, 𝑦) =  𝐺 ∗ 𝑓(𝑥, 𝑦), (2) 

где 𝑓(𝑥, 𝑦) – первоначальное изображение; 𝐺 – ядро фильтра.  

Результаты размытия представлены на рис. 9, видно, что шумы значительно уменьше-

ны, что позволит с большей точностью выполнить следующее преобразование – адаптивную 

пороговую бинаризацию [14].  

 
Рис. 9. Результаты удаления шума 

Изображения получаются в условиях реального производ-

ства, то есть могут иметь разную освещенность на разных частях 

полосы. Чтобы нивелировать разную освещенность, использует-

ся адаптивная пороговая бинаризация. При этом алгоритм вы-

числяет порог для небольших участков изображения. Таким об-

разом, получаются разные пороги для разных областей одного и 

того же изображения, и это дает лучшие результаты для изобра-

жений с разным освещением. Рассмотрим математическое опи-

сание адаптивной пороговой бинаризации [15]: 

𝐿(𝑥, 𝑦) = {
1, если 𝑔(𝑥, 𝑦) > 𝑇(𝑥, 𝑦) − С;  

0, если 𝑔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥, 𝑦) − С,
 (3) 

где 𝑇(𝑥, 𝑦) – локальный порог бинаризации, вычисленный как 

среднее значение точек в окрестности 𝑘; С – коэффициент от-

клонения. Эмпирическим путем лучших результатов удалось добиться при значении 𝑘 =  99 

и 𝐶 =  9. 

Результат применения адаптивной пороговой бинаризации на рис. 10. 

В случае если в матрице 𝐿 присутствует значение отличное от 255, на рис. 10 это чер-

ные точки, можно сделать вывод что на изображении присутствует дефект. К этому изобра-

жению применяется алгоритм классификации для уточнения класса дефекта. 

Результаты 

Из полученных результатов работы алгоритма можно сделать вывод, что алгоритм яв-

ляется не чувствительным к наличию шума на исходном изображении, так как предвари-

тельно выполняется удаление шума, что существенно снижает количество нежелательных 

артефактов. Дополнительно стоит отметить, что алгоритм является достаточно простым для 

применения в системах автоматизации, робототехники и других отраслях, требующих иден-

тификации объектов. Данный алгоритм может быть использован как самостоятельно, так и 

 
Рис.10. Результат 

определения 

 дефекта 
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являться частью более сложного алгоритма, предполагающий не только детектирование 

наличия дефектов, но и их классификацию. 
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КОНСОЛИДАЦИЯ ИНФОРМАЦИИ ДЛЯ АССИСТИРУЮЩЕЙ 

РОБОТЕХНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ: ТРАНСФОРМАЦИЯ И ВИЗУАЛИЗАЦИЯ 

Сагадиев С., Ильина Е.А., Логунова О.С., Кухта Ю.Б., Николаев А.А. 

Аннотация: В статье приведены результаты начального исследования по разработки программного обеспече-

ния для обработки информации в ассистирующей робототехнической системе. Целью исследования является 

синтез комплекса алгоритмов, позволяющих выполнять трансформацию цифрового куба, соответствующих его 

сжатию и растяжению под любым углом к поверхности с заданным усилием, и визуализацию результатов пре-

образования в объемной форме и любом плоском сечении. В работе представлено решение задач: формирова-

ние 3D изображения в виде цифрового куба с возможностью его расслоения по дискретной сетке; консолидация 

информации при трансформации и визуализации виртуального объекта, формирование схемы соответствия 

действий специалиста эксперта и робототехнической системы. Работы проводились в 2019-2020 году. В резуль-

тате исследования спроектированы и разработаны: общая концепция ассистирующей робототехнической си-

стемы, программный модуль трансформации и визуализации квазикуба виртуального объекта. Определены 

направления развития системы.  

Ключевые слова: ассистирующая робототехническая система,3D изображение, трансформация изображения, 

цифровой куб для изображения, сжатие цифрового куба, композиция преобразований для послойной визуали-

зации. 
 

Введение 

Развитие современных цифровых технологий открывают новые возможности в созда-

нии интеллектуальных систем, использующих методы и средства трансформации и визуали-

зации многомерных изображений. Одной из востребованных областей, обеспечивающих 

условия жизни человека в обществе, является медицина. В этой области бурно развиваются 

технологии диагностирования, построенные на основе визуализации изображения структур-

ных частей организма человека. Широкое внедрение этих технологий требует проектирова-

ния и разработки ассистирующих робототехнических систем (АРС) для обучения персонала 

и дистанционного проведения обследования. 

Одной из составных частей АРС является модули трансформации и визуализации по-

лучаемый информации с диагностических аппаратов. В настоящее время широко использу-

ются 3D изображения, представленные в виде цифрового куба. Поиск опубликованных мате-

риалов на платформе Российского индекса научного цитирования позволил найти более 70 

тысяч источников по трансформации 3D изображений и более 100 тысяч по способам и ме-

тодам визуализации. При этом анализ теоретических и практических разработок показал, что 

широко освещены исследования в области визуализации и трансформации виртуального 

объекта аналогичного реальному. При визуализации виртуального объекта наибольшее вни-

мание уделяется: 

– визуализации видимой поверхности объекта при отсутствии [1-4] или наличии [5-8] ин-

формации о его внутренней структуре;  

– получению информации в статическом или динамическом режиме при формировании ис-

ходных данных об объекте [9-13]; 

– визуализации объекта с учетом уровня детализации его структуры [14-16]; 

– визуализации объекта с учетом его физико-химических свойств [17-19]. 

Трансформация виртуального объекта использует методы моделирования и включает: 

– методы деформации виртуального объекта с учетом видимости или невидимости его 

структуры [20-24]; 

– методы масштабирования виртуального объекта с учетом видимости или невидимости его 

структуры [25-30]; 

– методы реконструкции виртуального объекта [31-35]. 

Схема консолидации методов визуализации и трансформации 3Dдля виртуального объ-

екта приведена на рис. 1. 
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Рис. 1. Схема консолидации методов визуализации и трансформации для виртуального 

объекта: СПИ – средства получения изображения;  

СОИ – средства обработки изображения 

В результате анализа теоретических и практических разработок  выявлено противоре-

чие: при наличии множества пакетов прикладных программ и библиотек программных мо-

дулей, реализующих алгоритмы визуализации 3D объекта с возможностью представления 

информации об изменении его свойств и формы, остаются трудно решаемые задачи визуали-

зации и трансформации изображений 3D объектов для проблемно-ориентированных обла-

стей, связанные с восстановлением изображения по потоку фотографий и видеоряда, полу-

ченных с диагностических аппаратов ультразвукового исследования человека. 

До настоящего время остаются нерешенными задачи, необходимые для построения ин-

терактивного тренажера для обучения ультразвуковой диагностики: 

1) восстановление формы объектов на основе фоторяда монохромных снимков; 

2) построение объемного изображения на основе анализа выделенных кадров полученного 

видео потока информации в формате цифрового куба с возможность выполнения деформа-

ции объекта под воздействием приложенного усилия; 

3) выбор сечения цифрового куба по заданному направлению и при заданном усилии нажа-

тия на цифровой куб. 

Учитывая выявленные противоречия и проблемы, авторами определена цель исследо-

вания: синтез комплекса алгоритмов, позволяющих выполнять трансформацию цифрового 

куба, соответствующих его сжатию и растяжению под любым углом к поверхности с задан-

ным усилием, и визуализацию результатов преобразования в объемной форме и любом плос-

ком сечении.  

Способы формирования 3D изображения с возможностью расслоения по дискретной 

сетке 

Построение АРС ультразвуковой диагностики использует практически все методы ви-

зуализации и трансформации виртуального объекта, приведенные на рис. 1. Особенностью 

указанной системы являются: формирование динамических массивов исходных данных как 

по структуре внутри 3D куба, так и по его положению внутри основного объекта; различие 

физических свойств структурных элементов куба, которые подвергаются трансформации.  

Исходное изображение, которое необходимо для построения АРС представляет собой 

набор плоских изображений, упорядоченных по времени их получения за один проход дат-

чиков аппарата УЗИ. Получение массива исходных данных для формирования 3D изображе-

ния возможно, как минимум двумя способами: получение изображения с действующих ап-

паратов ультразвуковой диагностики; синтез плоских изображений с последующей сборкой 

квазикуба. 
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При использовании первого способа в АРС должна поступить информация с аппарата 

УЗИ. Эта информация сформирована в виде трех файлов с расширениями: 

– dcm (DigitalImagingandCommunicationsinMedicine) – это растровый однокадровый или мно-

гокадровый файл для хранения медицинских снимков; 

– index – растровый файл предварительно просмотра; 

– vol – ультразвуковой файл с цифровой обработанной зашифрованной информацией о всех 

кадрах, полученных в ходе ультразвукового исследования. 

Извлечение графической информации из файла с расширением dcm не вызывает слож-

ностей при использовании специальных программных библиотек. Выполнить расшифровку 

файла с расширением volбез согласия производителя аппаратной части является нарушением 

закона об авторских правах.  

Для использования второго способа в АРС достаточно сформировать библиотеку от-

крытой информации и сгенерировать цифровой куб. 

Пример консолидации плоских изображений реального объекта с возможностью рас-

крытия внутренней структуры в квазикуб приведен на рис. 2.  Для избегания конфликта ин-

тересов использования персональной информации для примера выбран объект – яблоко. 

Описание технологии получения виртуального объекта планируется в последующих работах. 

 
Рис. 2. Схема генерации квазикуба для использования в АРС 

Для построения комплекса алгоритмов пилотного программного обеспечения авторы 

работы использовали второй способ получения квазикуба. 

Основа конструирования программного обеспечения АРС  

Изучение основных движений специалиста по ультразвуковой диагностике при полу-

чении изображения сформирована структура программного обеспечения для АРС. Блочная 

схема соответствия действий специалиста, программного обеспечения АРС и алгоритмов 

приведена на рис. 3. Таким образом, комплекс алгоритмов трансформации и визуализации 

цифрового квазикуба включает три компоненты:  

1) комплекс алгоритмов получения изображения реального или виртуального объекта (2.1);  

2) комплекс алгоритмов трансформации изображения виртуального объекта (2.2);  

3) комплекс алгоритмов визуализации нового виртуального объекта (2.3).  

Расширения функционала проекта как пилотного, так и введенного в эксплуатацию 

приведет к уточнению и расширению перечня процедур и алгоритмов в реальном времени. 

Так как пока не рассматривается функционал позиционирования джойстика на теле пациента 

и автоматический анализ получаемого изображения в блочной схеме на рис. 3 они не приве-

дены.   
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Рис. 3. Блочная схема соответствия действий специалиста,  

программного обеспечения АРС и алгоритмов 

Результаты визуализации  

Для реализации задачи трансформации и визуализации информации для виртуального 

объекта, получаемых с аппаратов ультразвуковой диагностики, выбран формат представле-

ния ОРМ в виде цифрового куба. Суть такого подхода заключается в детальной визуализа-

ции трехмерного тела в виде многослойной полигональной сетки, узлы которой связаны 

между собой. В ходе исполнения действий над виртуальным объектом выполняется транс-

формация структуры полигональной сетки. Примеры трансформации структуры приведены 

на рис. 9. 

а б в г 

Рис. 4. Основные схемы трансформации 3D куба при использовании АРС  

ультразвуковой диагностики: а, б – поворот куба; в, г – сжатие/растяжение куба 

Реализация программного модуля для трансформации и визуализации 3D куба выпол-

нена с использованием: 

– языка программирования C++, используемого для реализации основного функционала мо-

дулей; 

– функций и процедур библиотеки OpenGL, не зависящий от платформы программный ин-

терфейс для написания приложений, использующих двумерную и трёхмерную компьютер-

ную графику; 

– кроссплатформенной библиотеки Qtдля создания графических пользовательских интер-

фейсов (GUI) от фирмы TrollTech. Эта библиотека полностью объектно-ориентированная, 

что обеспечивает легкое расширение возможностей и создание новых компонентов; 

– библиотеки GLM (OpenGLMathematics), позволяющие использовать данные для OpenGL. 

На рис. 5 приведен вид нескольких рабочих окон модуля программного продукта, реа-

лизованных для решения задачи. 
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а б 

в 

Рис. 5. Результаты трансформации и визуализации: а – визуализация процесса деформации;  

б – деформация тела по выбранным узлам; в – деформация наполненной полигональной сетки  

Перспективы развития 

В настоящей статье представлены результаты начального этапа разработки программ-

ного обеспечения для модуля трансформации и визуализации информации, которая пред-

ставлена в виде 3D куба, наполненного структурными элементами объекта реального мира. 

Перспективными направлениями развития проекта являются: 

– позиционирования джойстика на поверхности объекта реального мира; 

– автоматический анализ получаемого изображения, в ходе которого выявляются внутренние 

структурные элементы с определением площади плоских элементов и объема 3D элементов; 

– построение дерева классификации объектов; 

– построение дерева принятия решений по классификации объектов с точки зрения медицин-

ской диагностики. 

Заключение 

1. Анализ источников показал отсутствие аналогов и прототипов программного и аппа-

ратного обеспечения АРС, способного в обучающем и удаленном режимах выполнять эле-

менты УЗИ диагностики для объектов как реального, так и виртуального мира. 

2. Анализ функций специалиста по УЗИ диагностики позволил выполнить сопоставле-

ние действий специалиста и модулей программного обеспечения. 

3. Наибольшую сложность при разработке программного обеспечения для АРС состав-

ляет формирование библиотеки исходных данных, близких по форме и структуре к изобра-

жениям, получаемых реальных аппаратов. 

4. Начальный этап исследования показал достижимость результатов при выбранной 

концепции реализации. 
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CONSOLIDATION OF INFORMATION FOR ASSISTING ROBOTECHNICAL SYSTEM: 

TRANSFORMATION AND VISUALIZATION 

Sagadiev S., Ilina E.A., Logunova O.S., Kuhta YU.B., Nikolaev A.A. 

Abstract. The article presents the results of an initial research on the development of software for information pro-

cessing in an assisting robotic system. The aim of the study is to synthesize a set of algorithms that allow transforming a 

digital cube, corresponding to its compression and stretching at any angle to the surface with a given force, and visualiz-

ing the results of the transformation in a volumetric form and in any plane section. The work presents the solution of 

problems: the formation of a 3D image in the form of a digital cube with the possibility of its stratification along a dis-

crete grid; consolidation of information during transformation and visualization of a virtual object, formation of a 

scheme of correspondence between the actions of a specialist, an expert and a robotic system. The work was carried out 

in 2019-2020. As a result of the research, the following were designed and developed: a general concept of an assisting 

robotic system, a software module for transformation and visualization of a quasi-cube of a virtual object. The direc-

tions of the system development are determined. 

Keywords: assisting robotic system, 3D image, image transformation, digital cube for an image, compression of a digi-

tal cube, composition of transformations for layer-by-layer visualization. 
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ПЕНСИЯ КАЗАХСТАНЦЕВ В 2021 ГОДУ 

Сарина А.Ж. 

Министерство финансов РК разработан проект закона «О республиканском бюджете на 

2021-2023 годы». В данном проекте говорится, что с первого января 2021 года пенсия казах-

станцев увеличится на 7%. Согласно данному проекту, предусматривается следующие изме-

нения: 

– минимальный размер заработной платы – 42 500 тенге; 

– минимальный размер государственной базовой пенсионной выплаты – 18 524 тенге; 

– минимальный размер пенсии – 43 272 тенге; 

– месячный расчетный показатель для исчисления пособий и иных социальных выплат, а 

также применения штрафных санкций, налогов и других платежей в соответствии с законо-

дательством Республики Казахстан – 2 917 тенге; 

– величину прожиточного минимума для исчисления размеров базовых социальных выплат – 

34 302 тенге. 

В том же документе сказано о повышении пенсии с 1 января 2021 года. «Установить, 

что средства, направленные на пенсионные выплаты по возрасту и пенсионные выплаты за 

выслугу лет, предусмотрены с учетом повышения их размеров с 1 января 2021 года на 7 про-

центов», — говорится в проекте закона «О республиканском бюджете на 2021-2023 го-

ды» [1]. В проекте закона рассматриваются планы на 2021 год целевого трансферта из Наци-

онального фонда в республиканский бюджет в сумме один триллион тенге на цели, опреде-

ленные Президентом Республики Казахстан. В дальнейшем проект поступит в Парламент РК 

на рассмотрение. 

Целью данных исследований является раскрытие возможностей пенсионной системы 

как информацией для будущего пенсионера, т.к. создатели Концепции модернизации пенси-

онной системы разделили всех казахстанцев на несколько категорий. Основным критерием 

такой классификации стала дата выхода на пенсию. Поэтому рассмотрены новшества, кото-

рые сулит пенсионная модернизация каждой из групп [2]. 

В 2020 году Президент Касым-Жомарт Токаев заявил, что в течение пяти лет на еже-

годную индексацию пенсии потратят больше трех триллионом тенге. Этого хватит, чтобы 

индексировать пенсии на два процента выше инфляции. Уже в 2021 году для женщин воз-

раст выхода на пенсию повысился и составил 60 лет. Напомним, в 2020 году возраст выхода 

на пенсию был определен на уровне 59 с половиной лет. Для мужчин все по-прежнему – 

63 года. В общем страна продолжает свой путь, выбранный еще в 2016 году [3-4]. Все прави-

ла, законы, положения и указы выполняются. Будущий пенсионер заранее готовится к выхо-

ду на пенсию, производит сбор соответствующих документов, постоянно следит за измене-

ниями в стране, в экономике и в политике. Выбранный стратегии отработаны в полной мере, 

все указы президента выполняются: 

– повышена пенсия на 7% - пенсионеры уже получили повышенную пенсию; 

– поэтапное повышение пенсионного возраста у женщин Казахстана продолжается: 

– единый накопительный пенсионный фонд стал прозрачным – можно каждый месяц наблю-

дать за пенсионными отчислениями; 

– появилась возможность забрать пенсионные отчисления на определенные нужды, а именно 

покупка жилья, для поправки здоровья и особые условия. 

Основные принципы пенсионного обеспечения страны сохранены, т.е. многоуровневая 

система: солидарный компонент, обязательная накопительная часть и добровольные накоп-

ления. Сохранены и основные параметры накопительной пенсионной системы: персонифи-
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кация счетов, собственность накоплений и их наследование, а также государственная гаран-

тия сохранности пенсионных взносов. 
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