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Аннотация. В работе используется общая теория эллиптических уравнений. Основным в исследовании являет-

ся резольвентный метод. Найдены условия единственности восстановления потенциала в обратной задаче для 

задачи Борга-Левинсона с краевыми условиями Робена, рассматриваемой на   – мерном  параллелепипеде, ес-

ли известен характер асимптотического разложения собственных чисел. Этот результат согласуется с результа-

том, полученным ранее для задачи с краевыми условиями Неймана. Доказанная теорема может  быть использо-

вана при решении обратных задач спектрального анализа, а также в разработке методик их численных решений. 

Ключевые слова: эллиптические операторы, спектральная теория, обратные задачи, теорема единственности, 

резольвентный метод, собственные числа. 

Введение 

Обратные задачи спектрального анализа – задачи восстановления оператора по его из-

вестным спектральным характеристикам. Под спектральными характеристиками понимают-

ся спектры при различных граничных условиях, спектральная функция, данные рассеяния и 

так далее. Главная идея практических приложений обратных задач следующая: информацию 

об интересующих неизвестных физических величинах получаем по другим, уже известным, 

величинам или по величинам, которые поддаются измерению. В качестве примера рассмот-

рим обратную задачу рассеяния на потенциале. Здесь представляет интерес потенциал      
уравнения Шрёдингера, а измеряемой величиной является амплитуда рассеяния. Решение 

некоторых задач квантовой механики приводит к решению обратных задач спектрального 

анализа. Например, определение внутриатомных сил по заданным уровням энергии. Здесь 

уровни энергии и будут спектром, который может быть вычислен экспериментально. 

В 1929 году появились самые первые работы в этой области. В.А. Амбарцумян доказал 

следующее утверждение: 

Утверждение: Пусть               собственные числа задачи Штурма-Лиувилля 

                                   

где      – непрерывная действительная функция. Если            , то       . 

Следовательно, можно утверждать, что В.А. Амбарцумян впервые поставил обратную 

спектральную задачу [1]. И в первоначальной постановке обратная задача заключается в том, 

чтобы по спектру определить оператор. Обратную спектральную задачу для оператора Лап-

ласа с потенциалом впервые поставил Ю.М. Березанский. Он опубликовал результаты ис-

следований для обратной спектральной задачи в трёхмерном пространстве в 1958 году [2]. В 

работе Березанского Ю.М. рассматривается уравнение, заданное на конечной или бесконеч-

ной ограниченной области   трёхмерного пространства: 

                       
с граничным условием 

  

  
          

где      – непрерывная вещественная функция точки   на границе   области  . Было дока-
зано, что спектральная функция                      ,  однозначно определяет ко-

эффициент      в классе кусочно-аналитических коэффициентов, а также граничное условие 

на некоторой части границы  , т.е. функцию     . Следовательно, Березанский Ю.М. уста-

навливает связь между решением многомерной обратной задачи и спектральной функцией 

этой задачи. Там же он подчёркивает, что так и не удалось получить «эффективный» способ 

восстановления потенциала. Проблемы численных методов решения спектральных задач бы-

ли рассмотрены в работах [5-7]. 
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Представляемая работа посвящена проблеме восстановления потенциала в многомер-

ной обратной задаче Борга-Левинсона с краевыми условиями 3-го рода. В [3] доказано, что в 

обратной задаче Борга-Левинсона с краевыми условиями 1-го рода без ущерба в восстанов-

лении потенциала можно не учитывать любое конечное число спектральных объектов. Зада-

ча рассматривалась в ограниченной -мерной области   с границей   класса   . Этот вывод 
был основан на результатах, опубликованных в [4]. В работах [8-12] доказано, что при неко-

торых условиях бесконечное число спектральных объектов можно опустить или можно за-

дать спектральные объекты в задаче Борга-Левинсона с краевыми условиями Дирихле не 

точно.  В статье, рассматривая задачу Борга-Левинсона с краевыми условиями Робена на  

N-мерном параллелепипеде, улучшается результат, изложенный в работе [9], ослабляются 

требования, которые наложены на бесконечное число точек спектра, не оказывающи влияние 

на восстановление потенциала. 

Методики 

Пусть    N-мерный параллелепипед с поверхностью  . Для действительной функции 

       ,       , и действительных функций     
               рассмотрим краевые 

задачи Робина: 

 

                           

  
  

  
     

 
   

  

где   – внутренняя нормаль к  ;   – спектральный параметр. Решением краевых задач Робина 

будем считать функции из      , которые соответственно удовлетворяют всюду на   каж-

дой из них.  

Известно, что рассматриваемая задача для каждого   имеет не более счетного числа 
собственных значений  

 
  

 
  
 
     , каждое из которых имеет конечную кратность [13]. 

Пусть  
 
  

 
  

 
      собственные числа этой краевой задачи, взятые с учетом кратно-

сти, а         соответствующие им собственные ортонормированные в       функции, 
возможность выбора которых следует из теоремы Гильберта-Шмидта. В случае кратных соб-

ственных чисел есть определённый произвол в выборе ортонормированных функций.  

Введем оператор Дирихле               , задаваемый равенством               , 

где        , а функции      
    , рассматриваемые как элементы из      , являются 

решениями задач Робина при         
 
            

 

                           

  
  

  
     

 
 
  

  
    

  

Определим функцию рассеяния 

                        
     
  

           
      
  

      
 

  

где   – мнимая единица;     элемент площади поверхности;                   ;  

          ;         ;         
 
      

Можно показать, что  
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Пусть       при      произвольный фиксированный вектор. Выберем     , 

     , так, чтобы   был ортогонален  .  
Зададим для достаточно большого натурального параметра   следующие последова-

тельности:  

      
    

   
 

 

 

        
 

  
        

 

  
            

Нетрудно увидеть, что в этом случае будут справедливы предельные соотношения: 

                                      

                                          

где    – мнимая часть числа. Тогда, учитывая то, что при     

                                                 
получим предельное равенство 

   
   

                
    

 
          

 

             

 

         (1) 

В [3] утверждается, что оператор Дирихле формально имеет ядро 

                                
  

 

   

        

Если дополнительно к этому оператор                   действует в      , то  для 

операторной нормы имеем оценку 

                    

                                         
 

   

                
   

                                           
       

            
 

   

        

Так как   – параллелепипед, то будем рассматривать только те потенциалы       ,  для 
которых 

          
 

     
 

 
        

 

 
  

Это справедливо, например, для задачи с потенциалом, равным нулю. 

Пусть существует      такое, что для      выполнимо условие 

      
   

                     (2) 

Аналогично тому, как это сделано в работе [9], можно показать, что если для натураль-

ных чисел      выполняется неравенство            
 
      где      а   – некоторая по-

ложительная постоянная, не зависящая от       , то существует     , для которой выпол-
нены неравенства: 

                             
 

 
                                      

 

 
        

Фиксируем некоторое     и возьмём          .  

Тогда, положив               ,             и применив неравенство  

        
                                  

получим следующие оценки:  
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Отсюда при условии: 

 
    

 

 
 

         
 

 
  

 

 
 

  

сумма      при      . 

Наименьшее   , при котором выполняется (2), равно            , и достигается 

оно при             
Рассмотрим сумму   . Допустим, что существует      такое, что при      спра-

ведливо условие 

      
   

                                           
       

    

Тогда аналогично тому, как это сделано выше, для      и              получим 

при условии 

 

 

 
        

          
 

 
     

  

что 

                                             
       

             

           
  

  

                                           
       

             

           
  
  

  

       
    

    
  

  

 

 

  
   

  

    
   

 
           

  
  

   

         
 

  
     

 

 

  
 

  
       

   

 
           

  
  

               

Отсюда следует, что  наименьшее             достигается при            . 

Так как     , то и      . В свою очередь,               , следовательно, 

  также стремится к бесконечности. Таким образом, 
                                     

В результате при всех перечисленных выше условиях имеем 

   
   

                             

В результате того, что коэффициенты Фурье функций    и    равны, и сами функции 

совпадают для любого   из  . Из всего вышесказанного вытекает справедливость следую-
щей теоремы: 

Теорема. Пусть потенциалы    и    в   таковы, что  
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а также при            и при             

   
   

                     

    
   

                                           
       

    

Тогда    и   совпадают всюду на  . 

Заключение и обсуждение 

1. Требование                   
             справедливо для задач с  потенциа-

лами из       , определённых на -мерном параллелепипеде. 
2. Аналогичная теорема справедлива для задачи (1), но с краевыми условиями Неймана.  

3. Дальнейшее развитие темы состоит в доказательстве того, что существуют подпос-

ледовательности собственных чисел, не влияющие на единственность восстановления по-

тенциала в задаче Борга-Левинсона с краевыми условиями Робена, или же постановка по-

добных вопросов для других задач, ориентируясь на результаты, изложенные в [14]. 
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INFORMATION ABOUT THE PAPER IN ENGLISH 

UNIQUENESS OF SOLUTION OF BORG-LEVINSON INVERSE PROBLEM  

ON N-DIMENSIONAL PARALLELEPIPED 

Smirnova L.V., Kinzina I.I. 

Abstract. This article uses the general theory of elliptic equations. The main investigation method is the resolvent meth-

od. Uniqueness conditions for the recovery of potential are obtained for the Borg-Levinson inverse problem with the 

Robin boundary conditions on N-dimensional parallelepiped under the known asymptotic expansions of the eigenval-

ues. This result is in accord with the results which had been obtained for the problem with the Neumann boundary con-

ditions. The theorem can be used for solving inverse spectral problems and development of numerical methods. 

Keywords: Elliptic operators, spectral theory, inverse problems, uniqueness theorem, resolvent method, eigenvalues. 
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