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Аннотация. Для расчета гидродинамических характеристик при разливке стали в «жидкий» кристаллизатор на 

первоначальном этапе произведено решение дифференциального уравнения пограничного слоя, в результате 

которого получено решение на границе раздела двух параллельных течений. Выполнен расчет параметров ла-

минарного пограничного слоя на границе раздела двух несмешивающихся между собой жидкостей, при движе-

нии в спутном потоке. Рассчитана размерная толщина пограничного слоя при разливке стали в «жидкий» кри-

сталлизатор. Составлена математическая модель распределения профиля скоростей в ламинарном слое на гра-

нице раздела двух потоков. Приведены оценки размерной толщины пограничного слоя в зависимости от соот-

ношения скоростей движения стали и теплоносителя, установлено, что в зависимости от соотношения скоро-

стей они могут находиться в довольно широком диапазоне значений: при      и,       размерная толщина 

пограничного слоя лежит в пределах             . 
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Введение 

По сообщению всемирной ассоциации стали World Steel Association в 2016 г. выплав-

лено 1,62 млрд тонн жидкой стали [1]. При этом около 98% всей стали используется для из-

готовления конструкционных материалов, получаемых путем разливки в машинах непре-

рывного литья заготовок (МНЛЗ). В процессе разливки происходит формообразование гото-

вых слитков, часто близких по форме к готовым изделиям. При этом с каждой тонны жидкой 

стали отводится около      МДж тепловой энергии при ее кристаллизации и охлаждении с 

        до температуры окружающей среды. Значительное количество тепла практически не 

используется и сбрасывается в окружающую среду. Однако есть теоретические работы по 

использованию тепла разливаемой стали в МНЛЗ для самых различных целей. Это тепло-

снабжение, генерация пара и электроэнергии [2-4]. По представленным в этих работах дан-

ным для энергетических нужд возможно утилизировать до  -     теплоты разливаемой ста-

ли. Однако наибольший эффект дает использование теплоты при разливке стали в жидкие 

слои высокотемпературных теплоносителей [5, 6] для формирования заготовок, близких к 

конечным размерам без применения твердотельного кристаллизатора. Такая разливка имеет 

высокую эффективность теплоотвода за счет контактного теплообмена и исключает стадию 

охлаждения толстых слябов на складе и нагревания их в методических печах. 

Интерес к разливке стали на жидкие слои расплавленных материалов отмечается с 30-х 

годов 20 века [7-14]. Причем в ряде работ ставились 

технологические задачи формирования разливаемых за-

готовок без оценки теплообменных характеристик. 

Предлагалось жидкую сталь с температурой порядка 

1600°С подавать в слои движущегося теплоносителя, 

температура кипения которого превышает температуру 

разливаемой стали и температура затвердевания ниже 

температуры готового стального изделия на выходе из 

«жидкого» кристаллизатора. В процессе движения в 

спутном потоке под действием гравитационных сил 

сталь охлаждается, затвердевает и полученная заготовка 

охлаждается до температуры горячей прокатки порядка 

        для дальнейшей технологической доработки в 

чистовых клетях (рис. 1). В процессе теплообмена теп-

лоноситель нагревается до температур, обоснованных 

его использованием в энергетических целях. При спут-

ном движении теплоносителей и разливаемой стали стараются сохранить ламинарное тече-

ние слоев, при этом значения относительной скорости принадлежат широким интервалам 

 
Рис. 1. Схема разливки стали  

в жидкий кристаллизатор 
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значений. На границах взаимодействия жидкостей образуются гидродинамические погра-

ничные слои, которые вносят весомый вклад в процессы теплообмена при ламинарном дви-

жении жидких металлов. Поэтому вызывает большой интерес поведение этих слоев в зави-

симости от соотношения скоростей их спутного движения и теплофизических свойств. 

Целью данной работы является оценка величины гидродинамического пограничного 

слоя при движении двух потоков жидких материалов при разных соотношениях скорости их 

движения. 

Математическая модель распределения скоростей в ламинарном слое на границе 

раздела двух потоков 

При разработке математической модели выделе-

ны следующие допущения и ограничения: движение 

металлов в спутном потоке ламинарное и плоское, те-

плофизические свойства разливаемого материала и те-

плоносителя одинаковы.  

Рассмотрим ламинарный слой на границе раздела 

двух параллельных течений с различными скоростями. 

Два первоначально разделенных и невозмущенных па-

раллельных течения   и   , имеющих скорости    и   , 

начинают взаимодействовать вследствие вязкостного 

трения (рис. 2). В результате возникает распределение 

скоростей. Можно принять, что переход от скорости 

   к скорости    происходит в тонкой зоне перемеши-

вания и первоначальная поперечная составляющая 

скорости   везде мала по сравнению с продольной со-

ставляющей          
К областям   и    можно применить дифференциальное уравнение пограничного 

слоя [15] 
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где   и   – проекции скорости на ось    и    соответственно;   – кинематическая вязкость 

жидкости;      – известная функция потенциального течения, определяемая решением 

уравнения распределения давления 

 
  

  
  

 

 
 
  

  
     

где   – давление, которое может быть определено при решении уравнения Бернулли, Па;  

  – плотность, кг/м
3
. 

Если жидкости   и    имеют одинаковые свойства (плотность и вязкость), то граничны-

ми условиями являются: 

                                . (3) 

Для интегрирования уравнения неразрывности (2) введем функцию тока        сле-

дующим образом: 

  
       

  
  (4) 

  
       

  
  (5) 

тогда получим результирующее дифференциальное уравнение для функции тока 

 
Рис. 2. Схема распределение скоростей  

в ламинарном слое на границе раздела 

двух потоков 
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Введем безразмерную координату по оси ординат      , где          – оценка 

толщины пограничного слоя, тогда получим 

    
  

  
  (7) 

Выберем функцию тока в виде 

                (8) 

Исходя из (8) и (4) получим выражение для продольной составляющей скорости 

  
       

  
   

     

  
           (9) 

Аналогично находим поперечную составляющую скорости из (8) и (5) как производ-

ную произведения 
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Подставляя выражения (9) и (10) в уравнение (1) и учитывая, что 

  

  
  

 

  
   

  

  
  

  

   
   

получим обыкновенное дифференциальное уравнение  

              . (11) 

Граничные условия (3) с учетом (9) и (10) принимают вид  

                 
  

  
         (12) 

Краевая задача (11)-(12) не допускает замкнутого решения. Отсюда представляет инте-

рес обсуждение приближенных решений, например асимптотического поведения уравнения 

пограничного слоя (11) [16, 17]. Если    , то         и       . Поэтому для больших 

положительных значений η в первом приближении уравнение (11) можно записать в сле-

дующем виде [18, 19]: 

              .  

Для уравнения (11) существует решение                     , которое можно за-

писать в виде 

   
 

  
           

 

 
   (13) 

Аналогично при больших отрицательных значениях   
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Воспользуемся условием непрерывности скорости и касательного напряжения на гра-

нице раздела двух потоков 
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Используя первое условие          , получим 
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С учетом второго условия 

   
 
       

 

  
    

  

 
       

 
        

  

  
      

  

 
    

можно записать 

          (18) 

Решая (17) и (18), получим  

   
   

    
           

       

    
   

Таким образом, получили решение пограничного слоя на границе раздела двух парал-

лельных течений 
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Результаты моделирования движения жидкости на границе раздела двух потоков 

С помощью выражений (19)-(20) получено распределение скоростей при взаимном 

движении двух несмешивающихся жидкостей, показанное на рис. 3. Данные зависимости 

хорошо согласуются с расчетными данными, приведенными в работах [15-17].  

За толщину пограничного слоя чаще всего принимают толщину вытеснения    – рас-

стояние, на которое потенциальное течение вытесняется из-за уменьшения скорости в погра-

ничном слое 

    
   

 
             

 

 

         
   

 
   

В частности, для ламинарного течения вдоль плоской пластины [1] 

                
   

 
   

Для ламинарного слоя на границе раздела двух параллельных течений с различными 

скоростями расстояния складываем по модулю 
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или 
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С учетом того, что 

      
 

 
   

 

 

                    
 

 
   

 

  

 
      

  
  

приближенное вычисление интегралов позволяет получить выражение 

        
      

        
  (22) 

Зависимость толщины пограничного слоя от соотношения   показана на рис. 4. 

 
Рис. 3. Распределение профиля скоростей  

при движении двух несмешивающихся жидкостей 

при разных λ 

 
Рис. 4. Зависимость толщины пограничного слоя  

от соотношения скоростей λ 

Размерная толщина пограничного слоя на границе двух потоков, м 
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Если ввести обозначение 

   
      

        
   

то получим 

   
       

    

        
    

 
  (24) 

Известно, что переход от ламинарного течения в турбулентное происходит при 

             [15]. Для жидкой стали, имеющей кинематическую вязкость 
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             при относительном ее движении со скоростью                   , 

критическая координата перехода ламинарного течения в турбулентное лежит в пределах 

               . При этом можно оценить размерную толщину пограничного слоя, кото-

рая находится в диапазоне              при      и 11  ,      . 

Заключение 

Таким образом, при спутном движении двух несмешивающихся жидких металлов с 

одинаковыми свойствами:  

– предложено решение пограничного слоя на границе раздела двух параллельных течений 

(19)-(20) и показано распределение профиля скоростей в пограничном слое при различном 

относительном соотношении скоростей металлов; 

– получена зависимость (23) для оценки толщины пограничного слоя (толщины вытеснения); 

– приведены оценки размерной толщины пограничного слоя в зависимости от соотношения 

скоростей движения стали и теплоносителя, установлено, что в зависимости от соотношения 

скоростей они могут находиться в довольно широком диапазоне значений. 
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INFORMATION ABOUT THE PAPER IN ENGLISH 

IDENTIFICATION OF THE PARAMETERS OF THE LAMINAR BOUNDARY LAYER ON THE BORDER 

OF THE TWO STREAMS DURING STEEL CASTING IN A "LIQUID" CRYSTALLIZER 

Jachikov I.M., Matveev S.V., Kartavcev S.V. 

Abstract. In order to calculate the hydrodynamic characteristics during the steel casting into the "liquid" crystallizer, the 

differential equation of the boundary layer was solved at the initial stage, as a result of which a solution was obtained at 

the interface of two parallel flows. The parameters of the laminar boundary layer are calculated at the interface between 

two immiscible liquids, when moving in a concurrent flow. The dimensional thickness of the boundary layer is calculat-

ed when steel casting in a "liquid" crystallizer. A mathematical model for the distribution of the velocity profile in a 

laminar layer at the interface of two flows is composed. Estimates of the dimensional thickness of the boundary layer as 

a function of the ratio of the velocities of steel and coolant motion are established, it is established that, depending on 

the ratio of velocities, they can be in a rather wide range of values: at      and       the dimensional thickness of 

the boundary layer is within             . 

Keywords: casting of steel into liquid layers, "liquid" crystallizer, laminar boundary layer, boundary layer differential 

equation, boundary layer thickness, motion of two immiscible liquids. 
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