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УДК 517. 926 
ГЛАВНЫЕ АСИМПТОТИКИ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
Муртазина С.А. 

Аннотация. Рассматривается динамическая система с периодическими коэффициентами зависящая от скаляр-
ного параметра. Одной из наиболее актуальных задач в теории дифференциальных уравнений с периодически-
ми коэффициентами является исследование поведения системы в окрестности стационарных решений. Особо 
актуальными представляются исследования поведения системы в предположении, что стационарное решение 
является негиперболическим. В этом случае в системе происходит различные бифуркационные явления, возни-
кают новые периодические или квазипериодические решения и т. д. В данной статье рассматривается задача о 
бифуркации вынужденных колебаний динамических систем с периодическими коэффициентами. Приводятся 
главные асимптотики вынужденных колебаний и соответствующих значений параметров, которые приводят 
новым критериям устойчивости возникающих периодических  решений. Полученные формулы позволяют до-
казать обмен устойчивостью между нулевой точкой равновесия и возникающими при бифуркации решениями.   
Ключевые слова. Бифуркация, вынужденные колебания, периодические решения, устойчивость, обмен устой-
чивостью. 

THE MAIN ASYMPTOTICS OF ONE-PARAMETRIC DYNAMIC SISTEMS’ FORCED OSCILLATIONS Murtazina S.A. 
Abstract. The local bifurcation problem of one-parametric forced oscillations dynamic systems was consider. We give 
the main asymptotics of forsed oscillations and parameter values in which we get these solutions in the article. They 
lead to new stability criterias of periodic solutions. These formulas also allow us to prove the exchange of stability be-
tween the zero point of equilibrium and forsed oscillations. 
Keywords. The bifurcation, the forced oscillations, the periodic solutions, the stability, exchange by stability. 
Постановка задачи Рассматривается система, динамика которой описывается дифференциальным уравне-
нием, зависящим от скалярного параметра ߤ и -периодической по ݐ правой частью: 

ᇱݔ = ൫ܣ଴ + ߤ) − (ݐ)ଵܣ(଴ߤ + ,ݐ)ଶܣ ݔ൯(ߤ + ,ݔ)ܽ ,ݐ ݔ ,(ߤ ∈ ܴே. (1) 
Ниже будет предполагаться, что система (1) при всех значениях параметра ߤ имеет ну-

левую точку равновесия ݔ = 0, правая часть непрерывна по ݐ и непрерывно дифференциру-
ема по ݔ и ߤ; каждое начальное условие ݔ(ݐ଴) = -уравне (ݐ)ݔ ଴ однозначно задает решениеݔ
ния (1), определенное при всех ݐ; матрица ܣଶ(ݐ, -удовлетворяет соотноше ݐ равномерно по (ߤ
нию ‖ܣଶ(ݐ, ‖(ߤ = ߤ|)ܱ − ߤ| ଴|ଶ) приߤ − |଴ߤ → 0; нелинейность ܽ(ݔ, ,ݐ  ߤ и ݐ равномерно по (ߤ
удовлетворяет соотношению ‖ܽ(ݔ, ,ݐ ‖(ߤ = ‖ݔ‖ ଶ при‖ݔ‖ܱ → 0.  

Рассматривается случай, в котором состояние равновесия ݔ = 0 системы (1) при неко-
тором ߤ = -଴ имеет одно или несколько собܣ ଴ является негиперболическим, т.е. матрицаߤ
ственных значений на мнимой оси.  При таком ߤ଴ система (1) структурно неустойчива в 
окрестности состояния равновесия ݔ = 0  и в системе (1) возможны различные локальные 
бифуркации в окрестности решения ݔ = 0. В частности, при малейшем изменении правой 
части системы, вызванным изменением параметра, возможно возникновение ненулевых – 
периодических решений (бифуркация вынужденных колебаний), ненулевых -периодических 
решений (бифуркация субгармонических колебаний) и др. В этом случае значение ߤ଴ назы-
вают точкой бифуркации. Задача о таких бифуркациях изучаются во многих  
работах [1-9, 15]. В статье приводятся главные асимптотики возникающих при бифуркации 
периодических решений и соответствующих значений параметров системы (1) на основе 
развития разработанных в [11-13] операторных методов исследования локальных бифурка-
ций. Приведенные формулы приводят новым критериям устойчивости вынужденных коле-
баний, также позволяют доказать обмен устойчивостью между нулевым решением и возни-
кающими периодическими решениями системы (1). 

Пусть для системы (1) выполнены два условия: U1) матрица ܣ଴ имеет простое соб-
ственное значение 0 и остальные ее собственные значения не принадлежат мнимой оси; 
U2) ߦ଴ = ׬ ,݁(ݐ)ଵܣ) ݁∗)்

଴ ݐ݀ ≠ 0, где ݁ и ݁∗собственные векторы, отвечающие простому соб-
ственному значению 0 матриц ܣ଴ и ܣ଴∗  соответственно; здесь ܣ଴∗  – транспонированная к ܣ଴ 
матрица. Векторы ݁ и ݁∗ можно считать выбранными в соответствии с равенствами 
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‖݁‖ = ‖݁∗‖ = 1 и (݁, ݁∗) = 1. При выполнении условия U1 основным сценарием в системе 
(1) является бифуркация вынужденных колебаний. 

Значение ߤ଴ параметра ߤ называют точкой бифуркации вынужденных колебаний си-
стемы (1), если каждому ߝ > 0 соответствует такоеߤ =  при котором система (1) имеет ,(ߝ)ߤ
ненулевое -периодическое решение ݐ)ݔ, (ߝ)ߤ причем,(ߝ → ,ݐ)ݔ‖ ଴ иߤ ௧௠௔௫‖(ߝ → 0 при ߝ → 0. 

Теорема 1. Пусть выполнены условия U1-U2. Тогда ߤ଴ является точкой бифуркации 
вынужденных колебаний системы (1) [14]. 

Пусть ܪ଴ – это одномерное подпространство пространства ܴே, содержащее вектор ݁. ܪ଴ является собственным подпространством оператора ܸ(ߤ଴) = ݁஺బ், отвечающим просто-
мусобственному значению 1. Пространство ܴே может быть представлено в виде ܴே = ଴ܪ   .подпространство (଴ߤ)ܸ ଴ инвариантное дляܪ ଴ – дополнительное кܪ ଴, гдеܪ⊕

Считая без ограничения общности, что ߤ଴ ≠ 0, определим действующий в пространстве ܴே оператор Γ଴ݕ = ℎ଴ + ℎ଴, ݕ ∈ ܴே, ℎ଴ ∈ ,଴ܪ ℎ଴ ∈  ,଴ܪ
ℎ଴ = − (௬,௘∗)௘

ఓబకబ , ℎ଴ = ܫ) − ݁஺బ௧)ିଵ ቂݕ − (௬,௘∗)௫భ(்)
కబ ቃ, (2) 

где ߦ଴ – число из условия U2, ݔଵ(ݐ) = ׬ ݁஺బ(௧ି௦)ܣଵ(ݏ)݁଴(ݏ)௧
଴  .ݏ݀

Ниже будем считать, что нелинейность ܽ(ݔ, ,ݐ  в уравнении (2) представима в одном (ߤ
из следующих видов:  ܽ(ݔ, ,ݐ (ߤ = ܽଶ(ݔ, ,ݐ (ߤ + ܽଷ෦(ݔ, ,ݐ  (3) ,(ߤ

,ݔ)ܽ ,ݐ (ߤ = ܽଷ(ݔ, ,ݐ (ߤ + ܽସ෦(ݔ, ,ݐ  (4) ,(ߤ
где ܽଶ(ݔ, ,ݐ ,ݔ)и ܽଷ (ߤ ,ݐ -слага ݔ содержат, соответственно, квадратичные и кубические по (ߤ
емые, а нелинейности ܽଷ෦(ݔ, ,ݐ ,ݔ)и ܽସ෦ (ߤ ,ݐ ,ݔ)удовлетворяют соотношениям ‖ܽଷ෦ (ߤ ,ݐ ‖(ߤ ,ݔ)и ‖ܽସ෦ (ଷ‖ݔ‖)ܱ= ,ݐ ‖(ߤ = ݔ при (ସ‖ݔ‖)ܱ → 0 равномерно по ݐ и ߤ. 
Тип бифуркации  

Теорема 2. Пусть нелинейность ܽ(ݔ, ,ݐ -имеет вид (3). Тогда cуществующие в услови (ߤ
ях теоремы 1 бифурцирующие решения ݐ)ݔ, -системы (2) и соответствующие значения па (ߝ
раметра (ߝ)ߤ представимы в виде: ݐ)ݔ, (ߝ = (ݐ)଴݁ߝ + (ݐ)ଶ݁ଵߝ + (ߝ)ߤ ,(ଶߝ)݋ = ଴ߤ + ଵߤߝ +  (5) ,(ߝ)݋
где ݁ଵ(ݐ) – решение задачи Коши 

൜ݔᇱ = ݔ଴ܣ + (ݐ)଴݁(ݐ)ଵܣଵߤ + ܽଶ(݁଴(ݐ), ,ݐ ,(଴ߤ
(0)ݔ = ݁ଵ   

и 
݁ଵ = Γ଴ݒଶ, ߤଵ = − (௩మ,௘∗)

కబ ଶݒ , = ݁஺బ் ׬ ݁ି஺బ௧ܽଶ(݁଴(ݐ), ,ݐ ்(଴ߤ
଴   ,ݐ݀

Γ଴ – оператор (2) [14]. 
Формулы вида (5) будем называть главными асимптотиками бифурцирующих решений ݐ)ݔ, ߤ и (ߝ =  .уравнения (1) (ߝ)ߤ
Из теоремы 1 следует, что если нелинейность ܽ(ݔ, ,ݐ -начинается с квадратичных сла (ߤ

гаемых, то главные асимптотики бифурцирующих решений уравнения (1) имеют вид (5). Яс-
но, что в формулах (5) вместо ݁ можно использовать и вектор −݁; в этом случае вместо ݁∗ 
следует использовать вектор −݁∗. При этом вектор-функция ݁ଵ(ݐ) из (5) не изменится, а чис-
ло ߤଵ поменяет знак. Следовательно, верна 

Теорема 3. Пусть в условиях теоремы 1 выполнено равенство (3), при этом 
ቀ׬ ܽଶ(݁଴(ݐ), ,ݐ ்,(଴ߤ

଴ ݁∗ቁ ݐ݀ ≠ 0. 
Тогда в системе (1) реализуется сценарий транскритической бифуркации: семейство 

бифурцирующих решений ݐ)ݔ, ߤ уравнения (2) существуют как при (ߝ <   ଴, так и приߤ
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ߤ >  существует в точности одно периодическое ߤ ଴, при этом для каждого такого значенияߤ
решение ݐ)ݔ,  .(ߝ

Пусть для определенности ߤଵ > 0. Тогда при всех малых ߝ > 0 уравнение (2) при ߤ = ଴ߤ + ଵߤߝ + (ߝ)݋ > ,ݐ)ାݔ ଴ имеет периодические решенияߤ (ߝ = (ݐ)଴݁ߝ + (ݐ)ଶ݁ଵߝ +  ,(ଶߝ)݋
а при ߤ = ଴ߤ − ଵߤߝ + (ߝ)݋ < ,ݐ)ିݔ଴ – решенияߤ (ߝ = (ݐ)଴݁ߝ− + (ݐ)ଶ݁ଵߝ +  .(ଶߝ)݋

Теорема 4. Пусть нелинейность ܽ(ݔ, ,ݐ -имеет вид (4). Тогда cуществующие в услови (ߤ
ях теоремы 1 бифурцирующие решения ݐ)ݔ, -системы (2) и соответствующие значения па (ߝ
раметра (ߝ)ߤпредставимы в виде: ݐ)ݔ, (ߝ = (ݐ)଴݁ߝ + (ݐ)ଷ݁ଶߝ + (ߝ)ߤ ,(ଶߝ)݋ = ଴ߤ + ଶߤଶߝ +  (6) ,(ߝ)݋
где ݁ଶ(ݐ) – решение задачи Коши 

൜ݔᇱ = ݔ଴ܣ + (ݐ)଴݁(ݐ)ଵܣଶߤ + ܽଷ(݁଴(ݐ), ,ݐ ,(଴ߤ
(0)ݔ = ݁ଶ   

и 
݁ଶ = Γ଴ݒଷ, ߤଵ = − (௩య,௘∗)

కబ ଷݒ , = ݁஺బ் ׬ ݁ି஺బ௧ܽଷ(݁଴(ݐ), ,ݐ ்(଴ߤ
଴   ,ݐ݀

Γ଴ – оператор (2) [14]. 
Таким образом, если нелинейность ܽ(ݔ, ,ݐ  начинается скубических слагаемых, то (ߤ

главные асимптотики бифурцирующих решений уравнения (2) имеют вид (6). Легко видеть, 
что вектор-функция ݁ଶ(ݐ) из (6) заменится на −݁ଶ(ݐ), а число ߤଶ не изменится, если заменить ݁ на −݁, а ݁∗ на −݁∗. Следовательно, верна теорема 4. 

Теорема 5. Пусть в условиях теоремы 1 выполнено равенство (4), при этом 
ቌන ܽଶ(݁଴(ݐ), ,ݐ ,(଴ߤ

்

଴
݁∗ቍ ݐ݀ ≠ 0.  

Тогда в системе (1) реализуется сценарий бифуркации типа вилки: бифурцирующие 
решения уравнения (1) возникают только при ߤ > ߤ ଴ или только приߤ <  ଴ , при этом дляߤ
каждого такого значения ߤ существует в точности два периодических решения ݐ)ݔ, -Дан .(ߝ
ные семейства бифурцирующих решений имеют вид 

,ݐ)ାݔ (ߝ = (ݐ)଴݁ߝ + (ݐ)ଷ݁ଶߝ + ,ݐ)ିݔ   ,(ଷߝ)݋ (ߝ = (ݐ)଴݁ߝ− − (ݐ)ଷ݁ଶߝ +   .(ଷߝ)݋
Обмен устойчивостью В условиях теоремы 1 в системе (1) присходит обмен устойчивостью между возникаю-
щим семейством вынужденных колебаний ݐ)ݔ,  .и нулевым решением (ߝ

Пусть в системе (1) реализуется сценарий транскритической бифуркации. 
Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда нулевое решение ݔ = 0 и се-

мейство периодических решений ݐ)ݔ, -системы (1) имеют противоположные типы устойчи (ߝ
вости при ߤ = ݔ а именно решение ,(ߝ)ߤ = 0 асимптотически устойчиво (неустойчиво) тогда 
и только тогда, когда решения ݐ)ݔ,  .неустойчивы (асимптотически устойчивы) (ߝ

Пусть теперь в системе (1) реализуется сценарий бифуркации типа вилки. 
Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 5. Тогда нулевое решение ݔ = 0 и се-

мейство периодических решений ݐ)ݔ, -системы (1) имеют противоположные типы устойчи (ߝ
вости при ߤ = ݔ а именно решение ,(ߝ)ߤ = 0 асимптотически устойчиво (неустойчиво) тогда 
и только тогда, когда решения ݐ)ݔ,  .неустойчивы (асимптотически устойчивы) (ߝ
Критерии устойчивости В условиях теоремы 1 приведем критерии устойчивости вынужденных колебаний ݐ)ݔ, ߤ системы (2) возникающих при (ߝ =  .(ߝ)ߤ

Теорема 8. Пусть в системе (1) реализуется сценарий транскритической бифуркации. 
При всех малых значениях ߝ > 0 T-периодические вынужденные колебания ݐ)ݔ,  системы (ߝ
(1) асимптотически устойчивы, если 



Моделирование 

20  Математическое и программное обеспечение в промышленной и социальной сферах. 2016. Т.4. №2 

ቌන ܽଶ(݁଴(ݐ), ,ݐ ,(଴ߤ
்

଴
݁∗ቍ ݐ݀ < 0  

и неустойчивы в противном случае. 
Пусть, для определенности семейство точек равновесий ݔା(ݐ, -системы (1) определя (ߝ

емые по формуле (5) возникают при μ > μ଴ и устойчивы, тогда нулевое решение той же си-
стемы при μ > μ଴ будет неустойчивым. В тоже время второе семейство периодических ре-
шений ݐ)ିݔ, системы (1), которое возникает при μ (ߝ < μ଴ будет неустойчивым, а нулевое 
решение той же системы при μ < μ଴будет устойчивым. 

Теорема 9. Пусть в системе (1) реализуется сценарий бифуркации типа вилки. При всех 
малых значениях ߝ > 0 ܶ-периодические вынужденные колебания ݐ)ݔ, -системы (1) опре (ߝ
деляемые соотношением (6) асимптотически устойчивы, если 

ቌන ܽଷ(݁଴(ݐ), ,ݐ ,(଴ߤ
்

଴
݁∗ቍ ݐ݀ < 0  

и неустойчивы в противном случае. 
Пусть для определенности, оба семейства периодических решений системы (1) возни-

кают при µ > µ଴ и являются устойчивыми, тогда нулевое решение той же системы при 
µ > µ଴ будет неустойчивым. В то же время нулевое решение системы (1) при µ < µ଴ являет-
ся устойчивым. 
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